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Sixieme A et B et Cinquieme A. — 
Notions 616mentaire8 d'aiithm6tique 
et de calcul. 13« editioo. ln-12, avec 
fig. dans le texle^qae8tionDftires,pro- 
blemes et exercices, cartonne. 2 fr. 

SlXIEMK A ET B ET GlNQUIEME A. — 

Gonrs 616mentaire d'arithm6tiqaepra- 
tique. 12* edition. Id-12, avec fig.p 
p.oblemes et exercices, cart. 2 fr. 
Cinquie:me 6, QuATRiii:.ME A et B, 
Troisieme A. — NonTeaax iliments 
d'arithm6tiqae. 20* edit. In-lS, avec 
exeruices, cartonne 2 fr. 

OUATRIE.ME ET TROISlilME A, PREMltRE 

A £T B. — Mouveaax 616ments de 
giom^trie plane. 13* edition. Iii-12, 
a>'ec excrcices, cartonne.. 2 fr. 50 



Seconde et Premiere A et B. ^ 
▼eanx ^16ments de giom^triej 
pace.S* cd. ln-t'2, av. ex .catt 

Noayeaax ^Uments de g6om6i 
deux cours precedeuts rounis 
cart 

Troisieme A et B ; Secondb A 
Premi^re A et B. — Noa^eai 
ments d'alg£bre. 14* edition. 
avec fig. et exercices, cart. S; 

Philosophie A et B. — Legi 
math6matiqaes.2*ed. 1 vol. \nA 
172 fiK., carl 3{ 

— NoaTeaax 616ments de cosmogri 
9* edit. In-12, avec figures et plJ 
texle, cartonn^ 



EmUe BOUANT 

Aooien 6tdTe de r£cole normale superieure, professear au Lycte Charlemi 



£l£ments de ohimie 



QuATRi£:Me B et Puilosophie A et B. — 
/<" fascicule : Notions gto^rales. 
M6talloides. 1 vol. ia-12, avec fig., 
cart. a l*»ngl. 2" 6dit 1 fr. 60 



TR0isii:ME B et Philosophie A et 
i* fascieule : M6taax, Ghimle o 
nicpie. 1 vol. in-12, avec fig., ca 
Tangl 1 fi 



]&L£MENTS DE PHTSIQUE {Couv. grise) 



Quatrieme B kt Seconde B, — f" fas- 

cicule : Pesanteur, Ghalenr. 2* edit. 

4 vol. in-12, avec 116 fig.,'cart. 2 fr. 
Troisieme B et SEqpNDE A ET B. — 

S' fascicule : Acoustiqne, Optiqae. 

tlectricit6. 1 vol. in-12, avec IIS fisr. 



dans le texte et une planche c 
ri6e hors texte, cart. a Tangl. 
Philosophie A kt B. — 3* fascic 
Acoostiqoe, Compl^ments. 1 
in-12, avec 102 tig. et une plai 
(•■tloriee hors texte. carl.. 2 fj 
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et de premiere a et b 



QuATRitME A BT B. — Les tomps mo- 
dernes (1598-1789), par E. Driaolt, 
professeur au lycee de Versailles. 1 vol. 
in-12, avec 38 gravures et 4 cartes 
colorices, cart 3 fr. 50 

TRoisifc.ME A ET B. — L'£poqae oon- 
temporaine (1789-1902), par le m£me. 
1 vol. in-12, avec 67 gravures et 
39 cartes, cartonn6 3 fr. 50 

Premiere A et B. — Hlstoire ancienne : 
Bistoire romaine, par P. Guiraud, de 
rinslilut, prof. a la Sorboune; Moyen 
dgedu V* au X* si^ele, par G. Lacour- 
Gayet, prof. au lyoee Saint-Louis. 
1 vol. in-12, avec 88 gravures et 5 car- 
tes colori^es cart. E rangl... 5 fr. 

Premiere A, B, C, D. — Histoire mo- 
derne M715-1815), par Q. PAGi:s, prof. 
au college Rollin et E. Driault. 1 fort 
vol. iti-12, avec 60 gravures et 5 cartes 
colorices, cart 6 f r. 



PREMifcRB A. B, C, D. — Lectnres 
torlqnes {histoiremoderne, f7/S- ii 
par H. Salomon, professeur au 1* 
Henri IV. 1 vol. in-12, cart. 3 fr 

QuATRiEME A et B. — tl^enta 
morale {Pour fortifier Us sentim 
favora^les au developpetnent tn 
et pour combattre les tendances 
traires), par P.-F. Thomas, doc 
6s lettres, prof . de philosophie au 1 j 
de Versailles. 1 vol. iD-12, carto 
k rangl. {Cout. grUe)..^ % 

TaoisitME A ET B. — tliments 
morale {La valeur des fins de l'hor. 
en sociiti)^ par le m£me. 1 vol in 
cart. k rangl. {Couv. bleue).. S 

ClNOUIEMB B ET QOATRIKMB A. 

Notions de g^ologie, par Er. Belzl 
5« edH. In-12, avec 151 grav. et 1 in 
en couleurs, cart. a rancl.... 2 
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P'.PROGRAMME OFFICIEL DU 27 JUILLET 1905 






GJfiOMlETRIE 

Usage de larrfegle^ de r^querre, du eompfts et du rapporteur. 

Ligne droite et plan. — Angies. 

Triangles. — Triangle isocfele. — Cas d'egalite des triangles. 

Perpendiculaire et obiiques. — Gas d'egaliti6 des triangles 
rectangles. 

Droites parall^les. — Somme des angles d'uQ triangle, d'un 
polygone convexe. . . : 

Parallelogramme. — RecHngle. — Losange. — Carre. 

Gercle. -— Cordes et aVc?, — Tangente. Gb^^o-An^i^^ .3 

Mesure des angles. O^A 

Constructions ^l^mentaires sur la droite et le cei^e. 

Positions relatives de deux cercles. "^^3^1 
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Problfemes et interrogations sur le programme de 
pr6c^dente. 

Points qui partagent une droite dans un T^pport donne. 

Ligncs proportionnelles. • 

Triangles semblables. 

Definitions du sinus, du cosinus, de la tangente et de la co- 
tangente d'un angle. 

D^ilnition des figures homoth^tiques. — Polygonessemblables. 
— Pantographe. 

Relations metriques dans un triangle rectangle. 

Proprieles des s^cantes dans lc cercle. 

Constructions dela quatrL^me propoptionnelle et de la nioyenne 
proporlionnelle. 

Polygones r^guliers : carr6, hexagone et triangle ^quilalerai* 

Mesure de la circonference du cercle (enonc6). 

Mesure des aires du rectangle, du paraII^logramme,du triangle, 
du trapeze, des polygones, du cercie. 

Rapport des aires de deux polygones semblabies. 

Premiere A et B. 

Mesures des angles. — Figures planes sembiables. — Defini- 
tions du sinus, du cosinus et de la tangente d'un angle compris 
entre et 2 droits. 

Relalions melriques dans le triangle et dans le cercie. — Me- 
sure des aires planes. 



i ^^""^ INSTRUCTIONS RELATIVES 



A L.'ENSEIGNEMENT DES MATHEMATIQUES 

Arr^t^ du 27 juillet 1905 
1" cycle A et 58« cycle A et B. 



Le peu de temps donl dispose le professeur ne lui permeltant 
pas de developper longuement son cours, 11 devra surtout s'atta- 
cher h donner en geom6trie une id^e de la forme des corps et 
pourra laisser de c6t6, s'il le juge a propos, toute th^orie un peu 
abstraite. Les exercices devront surtout consister en probl^mes 
sur les aires et les volumes, en insistant sur le choix des unites 
et en faisant revoir sans cesse le systfeme m6trique; des cons- 
tructions trfes simples, mais ex6cutees avec soin, pourront 
constituer d'excellents devoirs; ce ne pourra 6tre que dans des 
classes ayant des 616ves d^sireuz de faire plus tard des sciences 
que Ton donnera a r6soudre de veritables problfemes de g6o- 
m^trie : th^orfemes h d^montrer, lieux g^ometriques. 

Les demonstrations ne seront donnees qu'autant qu'un nombre 
sufiisant d'el6ves seront en etat de les comprendre; pour les 
volumes on se bornera au besoin aux enonces des rfegles pra- 
liques, ou, dans des cas simples, on justifiera ces regles en 
employant la mMhode infinit6simale sans, bien entendu, sou- 
lever a cet ^gard aucune difficult^. 

GOMPiRBNCES PACULTATIVBS. 

Dans les conf^rences destin6es aux elfeves qui d^sirent faire 
des 6ludes scientifiques apr^s avoir suivi les cours des 2* cycles 
A et B, la plus grande libert6 est laiss^e au professeur; ayant 
devant lui des 61feves intelligents et travailleurs, il sera seul 
juge du d^veloppement qu'il peut donner h. son cours; Tim- 
portant est qu'il forme des ^lfeves pouvant comprendre les 
math^matiques; qu'ils en sachent beaucoup n'est pas neces- 
saire; ce qui est indispensable, c'est qu'ils aient compris les 
principes et soient habituds au raisonnement logique. 
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INTRODUCTION 



' USAGE DES INSTRUMENTS 

« 

I DE DESSIN GRAPHIQUE 

I I. — L.A LIGNE DROITE ET LE CERCLE 

Avanl d'entreprendre Tetude raisonnee de la geometrie, 
^ il esl bon de se familiariser avec les figures les plus simples 
1 et ave€ les instruments principaux du dessin lineaire. 

[ Ijigne. — Liigne droite. 

Lorsqu'on fait courir la pointe d'un crayon sur la sur- 

. face, c'est-^-dire sur le dessus d'un corps, tel qu'une 

table, une boule, un rouleau, etc, cette pointe y forme 

un trait d'une certaine largeur et d'une certaine epais- 

Ligne droite. 



Ligne courbe. 




Ligne bris^c. 




FlG. I. 



s< , Si ce trait est tellement d6li§ que nous conside- 

ri ■ sa largeur et son ^paisseur comme nulles, nous Tap- 

1 p s une ligne. 

! ^OBCHON. — Geom6lrie plane. ^ 



l LA UGFre DBOlTli ET LE CERCLIi:. 

Nou3 avons tous nalurellement Tidee de la ligue droite 



et nous appeloas lignes courbes celles qui 



droites ni compos^es de tignes droiles, lignes bris^es 
celles qui sont form^es de lignes droites (fig. I). 



U LlflNE DHOITE. 111 

Une des propHet^s de ]a iigne droite, c'est qu'eHe est le 
ptas courl chemin d'un point d vn aulre. 

La lumi^re, dans les circonstances ordiaaires, se pro- 
page en lignG droite. Ainsi, lorsqii'iin rayon de soleil 
p^D^tre dans une cliambre et se rend 
visible en eclairant les poussifires qui 
flottent dans Tair, la Ilgne qui marque 
^ nos yeux la separation de rombre 
et de la lumigre est droite (fig. II). 

Lorsqu'on tend un fil Dexible et deii^, 
il prend aussi, k tres peu pr6s, la forme 
d'uue ligne droite (fig. III). Touterois 
le lil est un peu courbe par soo propre 
poids, et, s'ii a une certaine longueur, 
Tceil reconnait aisement qu'il n'est pas 
droit. Exemples : les fils t^legraphl- 
ques, les cordes qui lirent les bateaux, etc. (iig. IV). 

Lorsqu'ua fil, saisi par Tune de ses extr^mites, est 
lcndu par un poids attach^ & Taulre extremit^, et qu'il 
se tient immobile, il prend exactement la forme d'une 




ligne droite (fig. V). Cet appareil 3'appeUe un /il d plomb. 

La direction que prend le ^l & piomb s'appeUe verticale. 

Un cotdeau lendu est lappareil dont se servent lea jar- 



IV 



LA LIGNE DROITE ET LE CERCLE. 



diniers, les maQons, pour tracer des lignes droites (fig. 
VI). Les charpentiers, pour marquer une ligne droite 
sur la surface unie d*une piece de bois, tendent sur la 
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FiG. VII. 

pi^ce une corde blanchie, la soul^vent et la laissent 
retomber brusquement (fig. VII). La trace laiss^e par la 
corde est droite. 

Pour tracer les lignes droites, les dessinateurs 
emploient la regle : c'est une planchette mince, dont les 
ar^tes sont taillees en ligne droite (fig. VIII). 



FiG. VIIL 



On obtient plus simplement une regle en pliant en 
deux une feuille de papier. 



ILe plan. 

Prenons une surface, par exemple celle d'un mur, d'un 
meuble, d'une planche k dessin, et appliquons-y une 
regle dans dififerents sens : si la r^gle, dans chacune 
de ces positions, se place dans toute sa longueur sur la 
surface cette surface est dite plane; on Tappelle encore 
un plan, Le moyen que nous venons d'indiquer est pre- 
cis^ment celui qu'emploient les magons, les menuisiers, 
les tailleurs de pierre, pour reconnaftre si une surface est 
plane. 



USAGE ET VJfeRIFICATION DE LA JREGLE. V 

Ainsi un plan ou surface plane est une surface sur la- 
quelle une droite peut s'appliquer en tous sens. Toiite sur- 
face qui n*est ni plane, ni compos6e de surfaces planes, 
est courbe, 

La surface des eaux tranquilles, est plane. On designe 
]a direction particuli^re d'un pareil plan en disant qu'il 
est horizontal. La verticale 
ne penche d'aucun c6te par 
rapport k un plan horizon- 
tal. On dit qu'elle lui est 
perpendiculaire. 

Toute ligne droite tracee 
dans un plan horizontal est 
dite aussi horizontale : telles 
sont d'ordinaire les lignes 
formant le dessous et le 
dessiis des porles, les barres d'appui des fen^tres, etc. 

Tout plan qui contient une verticale s'appelle plan ver- 
lical : tels sont generalement les murs des maisons. Pour 
reconnaitre si un plan est vertical, on cherche si le fil a 
plomb peut s'y appliquer. 

Lorsque deux plans se coupent, leur intersection est 
une ligne droite. On peut verifier cette propriete en con- 
siderant Teau contenue dans un bassin dont une paroi est 
plane. La ligne oCi s*arr^te la surface de Teau le long de 
cette paroi est droite (fig. IX). 

Notre but, dans cette introduction, est d'apprendre k 
tracer sur un plan les figures les plus simples. 




FiQ. IX. 



Usage et verificatioii de la r^gle. 

Lorsque, apr^s avoir applique une regle sur une sur- 
face plane, on fait glisser le long de Tar^te un crayon k 
] inte fine, la ligne droite que Ton trace ainsi esl k une 
< taine distance de la regle, k cause de T^paisseur du 
( yon. 11 faut donc, lorsqu^on veut tracer une ligne droite 
( m point h un autre, placer la r^gle de mani^re que son 
i te soit k une petite distance de ces deux points, la 



VI LA LICHE DBOITE ET LE CBBCLE. 

mSme pour les deux , s'assurer, par nn essai, qne 1( 
crayon, en suivant la rbgie, passe bien par les deui 
points, et alors le faire glisser le long de rinstrament 



qu'on maintienl immobile par une pression convenable 
(fig. X). 

Du cercle et de la circonf^rence. 

Si, apr^s avoir Tix^ une des pointes dun compas en un 
point d'une planchette bien unie, on fait glisser Tautre 
sur la planchette en mainteuant invariable recartement 



des deux pointes, celle qui se meut d^crit une ligne 
coupbe que Ton appelle circonference. L'espace terminS 
par la cipconrgrence s'appelle cercle. 



DU CERCLE %T DK LA ClRCONFiRENCE. \1I 

LoFsqu^on dessine sur le papier, on arme la pointe 
mobile d'un crayon ou d'un tire-ligne. Pour dessiner sur 
le bois, les charpentiers se servent de la pointe elle-m^me, 
et tracent la circonference k la pointe seche, 

Les jardiniers traceht une circonference sur un terrain 
uni aumoyen d'une corde dont une extremite est attachee 
a un piquet, et dont Tautre est munie d'une pointe : 
lorsque la corde est tendue, la pointe, en faisant le tour 
du piquet, decrit la circonference (fig. Xll). 

Le point occupe par la pointe fixe du compas du dessi- 
nateur, ou par le piquet du jardinier, s appelle le cenire 
du cercle. La distance en ligne droite des deux pointes du 
compas, ou la longueur de la corde, s^appelle le rayon du 
cercle. 

Definition de ia circonf6rence. — En d'autres termes, 
ujie circonf^rence est nne lignc courbe fermee^ tracee sur un 
plan^ et dont tous les points sont d la 
meme disiance d^un point interieur 
appeU centre. 

Toute droite menee du centre k la 
circonference est un rayon (fig, XII). 

Deux circonferences de meme rayon 
sont igales : car si on les place Tune 
sur 1'autre de mani^re que les centres fig. xii. 

tombent au meme point, les circon- 
ferences, ayant tous leurs points k la m^me distance du 
centre, se recouvrent entierement, Elles ne cessent m^me 
pas de se confondre si, laissant Tune fixe, on fait tourner 
Tautre autour du centre commun. Les deux roues d'une 
voiture, les deux fonds d'un tonneau offrent des exemples 
de circonferences egales. 

Toute droite qui joint deux points de la circonf^rence 
en passant par le centre est un diametre (fig. XII). Un 
diametre vaut deux rayons, et par consequent tous les 
diametres sont dgaux. 

Apres avoir trace un diam^tre d'un cercle, plions le 
cercle suivant ce diametre. Les deux portions s'appiique- 
ront exactement Tune sur Tautre, sans quoi il y aurait 




v^mil LA LIGNB DHOITE ET LE CERCLE. 

-''des poiots de la circoDf^rence iaegalement distants <3i 
oeotre. Nous avons donc uii moyen facile de partager uz 




cercle, etaussi une circonl 
c'est de mener un diamfeli 
On emploie souvent, da 
reiices fermee&par des dia 
les vantaux de certaioes 
dans les fenStres de cerlain 
formes de grtlles (iig. XIV 



Une portion de la circ 
cercle, et la droite qui joii 
s'appelle corde de Tarc (fi 
est sous-tendu par la corde 

Deux arcs igaux d'une m 
igales. 

Pour trouver un exemi 



MESCKE DES ARCS. RAPPOBTErR- H 

vons quii nous reporler a rarme Irfes connue que ces 
Doms rappellent (fig. XVI). 



Certaius frontons d'architecture (fig. XVil) offrent 
cocore la mfime figure. 



MeBure des arcB. — Rapporteur. 

Pour evaluer un arc de cercle, on suppose la circonffi- 
rence dont il fail partie partagee en 360 arcs egaux, 
qu'on appelle degr^s, et on ^value Tarc en disant conibien 
il contient de degres. Si la circonT^rence est assez grande 
pour que des portioDS de degr^ soient appr6ciables, on 
partage le degr6 en 60 parties egales, qu'onappelle mi- 
nutes, et chaque minute en 60 parlies ^gales qu'on appelle 
secondes.Ce n'est gnfere qu'en astronomle et en geogra- 
phie qu'on peut pousser la precislon assez loin pour 
(precier un arc d'une seconde. 

II faut se garder de confondre les intervalles de lemps 
ipel^s minutes et secondes avec les arcs qiii portent le 
me nom. II n'y a rien de commun entre les unes etles 
.tres quantit^s. Aussi, doit-on se servir de signes diffe- 
nts pour les repr^senter dans r^eriture. S'il s'agit de 



2 secondes s'gcrivent 
;te, 3 degr^s 25 miDutes 

nt on peut trouver le 
rcle trac^ par excmple 
On peut supposer cet 
qu'une demi-circonte- 
etait plus grand, on eo 
licilement une demi-cir- 
Taide d'un diam^tre 
ine de ses extr6mit68, 
de mesurer la partie 

;vni). 

•c faisant parLie d'ane 
sert d'un demi-cercle 
degres et demi-degres, 

lux poiats de divisioa. 




ans les deux seus. Ce 
ime de cornc transpa- 
(flg- XIX). 

ir un arc AB (flg. XX), 
I deux extremites, puis 
ifere que son centre re- 
on diamfetre soit dirige 
y a plus qu'ii compter, 
ibre de degres et demi- 
rinstrumeDt, entre les 
t necessaire. 




CE QUE c'eST QU'ra ANGLE. XI 



II. >- DES ANGLES 

i 

Ce que c^est qu^unangle. 

Definition. Deux droites partant d'un meme point, for- 

ment une figure qu^on appelie angle (lig. XXI). Le point 
! d'o(i elles partent s'appelle sommet^ et 

les deux lignes droites s'appellent cdtes 

de Tangle. 
Pour concevoir ce que Ton entend par 

desangles plus ou moins grands, imagi- Fig. xxi. 

nons qu'on ait place sur midi les deux 

aiguilles d'un cadran, et que, tenanl Tune fixe, on fasse 

tourner Tautre k la main autour du pivot. Les deux 

aiguilles forment un angle, qui est d*abord nul lorsqu'elles 
: se confondent, et qui augmente k mesure que Tune 
■ s'eloigne de Tautre. Convenons d*arr4ter le mouvement 

de Taiguille mobile lorsqu'elle est sur 6 heures, puisque 
; alors les deux aiguilles ne forment plus qu'une seule 
\ ligne droite, et qu'il n'y a plus d'angle k proprement 
I parler. 

On comprend, d'apr^s ces explications, que la longueur 
; des aiguilles ou des c6tes n'a aucune influence sur la 
I grandeur de Tangle. Cette gran- v 

deur ne d^pend que de leur \ \ 

6cartement. ^-^ ^N 

Deux angles . sont 6gaux , Fig. xxii. 

quand Tun peut se placer exac- 

tement sur Tautre, de quelque longueur que Ton prolonge 
: leurs c6tes (fig. XXII). 

Dans la figure XXIII, Tangle A est plus petil que Tangle 
I B, bien que le premier ait ses c6tes plus grands que le 

second. 

Mesure d'un angle. 

Pour mesurer un angle A (fig. XXIV), on place le rap- 
, porteur de maniere que son centre recouvre le sommet 



DES ANGLES. 



de Tangle, et que le diamfelre soit dirige suivaot un des 
cfltes del'angle, AB.On complealors te nombre de degrds 
et de demi-degr6s compris sur le bord du rapporteur 




entre les deux cdt^s AB, AC. Ce nombre fait connaltre 
la grandeur de Tangle. 

On Irouve le mfime resultal si Ton mesure un mfime 
angle avec des rapporteurs de grandeurs diff^renles. Pre- 
Donsen effetdeuxrapporLeurs, l'uDpluspetit, Tautre plus 
grand; les degr^s dupremiersoDt pluspetitsen longueur 




que ceux du second. Mais si nous les pla^ons l'un sur 
Tautre, de mani^re que leurs centres et leurs diam&tres 
se confondent (fig. XXV), il est clair que les rayons mar- 
qu^s 0, daos Tuu el dans Tautre prenant la m^me dircto- 
tion, ainsi que les rayons marqu^s 180, tous les rayc 
portant les mSmes numeros d'ordre dans Tun et da 
Tautre, se confondent. 



M£SURE DES ANGLES. 
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Faire un angle 6gal k un angle donne. 

Proposons-nous de faire avec la droite BC, au point B, 
un angle egal k Tangle donne A (fig. XXVI). Nous pou- 
vons d'abord y parvenir k Taide durapporteur. Mesurons 




FiG. XXVI. 



Tangle A, et supposons que nous lui ayons trouve 59 de- 
gres. Plagons ensuite Tinstrument de mani^re que son 
centre se trouve au point B, et que son diamfetre soit 
dirige suivant la droite BC. Marquons un point D sur le 
dessin k la 59* division du rapporteur, et tragonsla ligne 
BD : nous obtenons ainsi Tangle demande. 

On r^sout la m^me question avec plus d'exactitude, k 
Taide du compas. Du point A comme centre (fig. XXVII), 




^ c 

FiG. XXVII. 




avec un rayon quelconque, on d^crit un cercle qui coupe 
les c6tes de Tangle en E et en F. Du point B comme 
centre, avec le m^me rayon on decrit un arc de cercle 
q coupe la droite BC en G. Du point G comme centre, 
a c la distance EF comme rayon, on decrit un arc de 
ci ele qui coupe le precedent en H, et on mene la droite 
B . 
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D£S ANGLES. 



Partager un angle en un certain nombre 
de parties egales. 

Soit k partager Tangle en 5 parties egales, par 
exemple (fig. XXYIII). On commence par le mesurer en y 
appliquant le rapporteur : supposons qu'on Irouve 70 de- 




FiG. XXVIII. 

gres. On partage ce nombre en 5 parlies egales, ce qui 
donne 14 degres, et Ton marque des points sur le dessin, 
aux divisions du rapporteur portant les divisions 14, 
2 fois 14 ou 28, 3 fois 14 ou 42, 4 fois 14 ou 56. II saffit 
alors de mener des droites du point a ces points de 
division. 

Si c'est en deux parties egales que Ton veut partager un 
angle (fig. XXIX), on y parvient k Taide du compas. 





FiG. XXX. 



Du point comme centre, avec un rayon pris k volon , 

on decrit un arc de cercle qui coupe les deux c6tes J 

Tangle en A et en B; des points A et B comme centri , 

avec un deuxi^me rayon pius grand que la moitie de i 



PERPENDICULAIRES. XV 

distance AB, on decrit deux arcs de cercle quisecoupent 
sn un point C, et on ra^ne la droite OC; elle partage 
rangle en deux partles egales. 

En partageant chaque moiti6 d'un angle en 2 parties 
ggales, on partagera cet angle en 4 parties egales, et, en 
continuant de m^me, en 8, 16, 32 parlies egales, etc. 

La droite qui partage un angle en deux parties egales 
s'appelle la bissectrice de cet angle. Si Ton plie un angle 
en deux, suivant sa bissectrice, les deux porlions de Tangle 
66 recouvrent exactement. 

Le partage d'un angle en deux parties ^gales se fait 
isouvent dans la menuiserie : par exemple, les quatre par- 
ties qui formenl un cadre se joignent generalement sui- 
vant les bissectricesdesangles qu'elles forment (fig. XXX). 



III. -* PERPENDICULAIRES, RECTANGLE 

ET CARR]§: 

Perpendiculaires . 

Lorsqu'une ligne droite AB en renconlre une autre CD 
^fig. XXXI), elle forme avec celle-ci deux angles qui 

1 6 




C A D A 
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jsont g^neralement inegaux. Mais si ces deux angles sont 
i^gaux (fig. XXXII), la ligne AB est dite perpendiculaire 
h la ligne CD. 

, D^FiNiTiON. — Ainsi une ligne droite est perpendiculaire 
& une autre^ lorsqu'elle foi^rne avec celle-cl deux angles 
egaux, Ces deux angles s^appellent angles droits. 

Toute droite qui n'est pas perpendiculaire k une autre 
I lui est oblique. 



XVI P£RP£NDICULAIBES, RECTANGLE, CARR^. 

Tout angle plus petil qu'uD angle droit est aigu; toi 

angle pius grand qu'unangle droitesto6/u$(fig. XXXlIi 

Considerons un rapporteur (fig. XIX). Le rayo 



ra 



Angle obtus. Anglo aigu. Anglc droit. 

FiG. XXXIII. 

qui repond k la 90'' division, est perpendiculaire au dia- 
metre, puisque les deux angles qu'il forme avec le dia- 
m^tre, valant chacun 90 degres, sont egaux. Mais toui 
autre rayon, par exemple celui qui repond k la 7o" divi* 
sion, est oblique au diam^tre. II forme avec le diameii^ 
un angle aigu et un angle obtus. \ 

L^angle droit se presente dans un grand nombri 
d'objets usuels. Une verticale et une horizontale sonl pep 

pendiculaires Tune k Tautre 
Comme la stabilite des ed? 
fices et des meublesexigequi 
cerlaines lignes soient vertt 
FiG xxxiv cales et d'autres horizon 

tales, ces sortes d'ouvrages 
offrent g^neralement des angles droits. Exemples : lei 
angles des ouvertures des fen^tres et des portes, etc, 
Beaucoup d'autres produits industriels presenlent ausa 
des angles droits : les dessus de beaucoup de meubles, 
les feuilles de papier, de metal, etc. 

On emploie encore les angles droits dans les decora 
tions. Ainsi les grecques (fig. XXXIV) sont des ornemenl» 
formes de lignes droites perpendiculaires les unes snr les 
autres. 

Trac6 des perpendiculaires. — Equeffre. 

Nous avons vu qu'on peut se servir du rapporteii_ Dur 
tracer des perpendiculaires. Mais il est plus comma de 
se servir de Vequerre : c'est une planchelte de bois ir ce,: 
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lermiDee par trois lignes droites, dont deux forment un 
angle droit. 

Pour mener nne perpendiculaire a une droite AB par 
nnpointdonn6(fig. XXXV), on applique une r^gle sur la 
iSroite. On place Tequerre DEF surla feuille de dessin, de 
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mani^re que Tun des c6t6s de Tangle droit s'appuie sur 
la regle, et on fait glisser Tequerre le long de la regle, en 
^ainlenant solidement celle-ci, jusqu'^ ce que Tautre 
Wte de Pangle droit passe par le point C. On fait ensuite 
^lisser le crayon suivant ce c6te de Tangle droit. 
^ L'operation est la m^me, que le point C soit sur la 
droile ou en dehors de la droite. 



T6. 

I Lorsqu'on dessine sur une planchette, on m^ne des 
perpendiculaires au bord de la planchette au moyen de 
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l'intrument appele te, II se compose d'une r^gle munie 
d'une Iraverse qui lui est perpendiculaire : cette traverse 



Xrm PEHPEI9DICULAIRES, REGTA19GLE, CARRE. 

est en fiailtie et pewA g^Mer le liii^ da bord 4 

chette (fig. XXXVI). 
Le te se v6rifie k Taide d'une bonne ^querre. 



Rectangle. — Carr6. — Applications. 

Pour tracer un rectangle, c'est-^-dire une portion de 
plan terminee par guatre lignes droites qui se covpent d 
angle droit^ il suffit de tracer un droite AB, de lui ele- 
ver deux perpendiculaires AD, BC, et de couper ces deux 
dernieres par une droite DC perpendiculaire k Tune 
d'elles : elle sera en m^me temps perpendiculaire k l'autre 
(fig. XXXVII). 

Les cdtes opposes du rectangle sont egaux, Ainsi la li^ne 
AB est egale ^ DC, ef AD est egale k BC. L'un des 
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c6tfis du rectangle, AB par exemple, s'appelle la hase^ et 
Tun de ceux qui lui sont perpendiculaires, AD, s^appelle 
la hauteur. D'ailleurs, chacune des deux dimensions peut 
recevoir telle longueur que Ton voudra. 

Si la hauteur est egale d la hase^ le reclangle prend 
le nom de carre. Ainsi, pour faire un carre, on executera 
la construction precedente, mais en prenant BC = AB 
(fig. XXXVIII). 

Pour construire un riseau de carris^ ou un quadrillage, 
faites deux droites OX, OY, perpendiculaires Tune k 
Tautre (fig. XXXIX) . Porlez sur Fune et sur Tautre, k partir 
du point 0, au moyen du compas, des longueurs egales, 
et par les points de division ainsi obtenus, menez des 



I 



1 



iT les premi^res. Vous formerez 
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A 1'aide d'iia quadrillage, od forme aisemenl beaucoup 
gores. Si, par exemple, on m^De le& diagouales des 



r6s, c'est-{i-dire les droites qui joignent les sommets 
joses.on forme le carrelage represenle par laflgureXL. 



XX PERPENDICULAIRES, RECTANGLE, CARR^. 

En elfagant une parlie des iignes droites, on obiienl 
differenles sortes de grecques (fig. XLT, XLII). 

Le rectangle est une des figures que Ton rencontre lc 
plus souvent dans les objets usuels. Les battants des 
portes et des fen^tres, les verres h vitres, les briques, le§ 
tuiles, les planchers des chambres, les feuilles de papier, 
les pi^ces d'etoffe, etc, pr^sententlaformerectangulaire, 

Le carre se rencontre moins frequemment : nous le 
trouvons neanmoins dans les faces d'un de a jouer, dans 
la table et dans les cases d'un ^chiquier, dans diverses 
sorles de dallage. 

Autre trace du rectangle et du carre. 

A cause de Fimportance de ces deux figures, nous 
allons donner un second moyen de les obtenir. 

II est facile de reconnailre que les diagonales d'ua rec-i 
tangle ABCD {rig. XLIIl) sont egales, et que le point O oti 

elles se rencontrent est le milieu de 

chacune d'elles. Si donc, prenant: 

pour centre ce point 0, on decril 

une circonference avec OA comme 

rayon, elle passera par les quatre; 

poinls A, B, C, D, et les diagonales 

AC, BD, seront des diametres de 

cette eirconference. 

FiQ. xLiir. Ainsi tracez dans un cercle deux 

diam^tresquelconques AC, BD (fig. 
XLIII), joignez ensuite les points A, B, C, D, deux ^ deux, 
et vous obtenez un rectangle. , 

Considerons en particulier Tangle forme par les droites 
BA, BC [^g, XLIII). II a son sommet sur la demi-circon- i 
ference ABC, et ses c6tes passent par les extr^mites du 
diametre AG : on designe la position de cet angle en 
disant qu'il est inscrit dans le demi-cercle ABG. Mais cet 
angle est droit, puisque la figure ABCD est un rectangle. 
Nous sommes donc conduits k dire que tout angle inscrit 
dans un demi-cercle est un angle droit. 
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En d'autres termes, voici un nouveau moyen indepen- 
dant de requerre, de tracer un angle droit. Decrivez une 
demi-circonference (fig. XLIV), et joignez un point quel- 
conque B de cette demi-circonference aux extr^mites du 
diametre AC : Tangle ABC est un angle droit. 





FiG. XLIV. 
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Venons maintenant au carr«6. Les diagonales de cette 

I figure non seulement sont egales et se coupent en leur 

milieu (fig. XLV), mais elles sont encore perpendicu- 

laires Tune sur i'autre. D6s lors, pourconstruire un carre, 

il suffit de tracer un cercle, d'y mener un premier dia- 

[ metre AG, puis un second diamfetre BD perpendiculaire 

au premier, et enfin de joindre les pointsA, B, C, D, deux 

k deux. 

Remarque, — Le rectangle et le carre des figuresLXLIIl 

\ et XLV, qui ont chacun leurs sommets sur une circon- 

ference, sont dits inscrits dans ces circonferences. 



IV.— parall£:les. — paralli^logramme 

ET LOSANGE 

Ge que c'est que les paralleles. 

'^EFiNiTiON. — Deux droites sont dites paralliles lorsque^ 
ir \ees dans un meme plan^ elles ne se rencontrent paSy d 
q\ \que distance qu^on les prolonge, 

es exemples de paralleles abondent autour de nous : 
l€ pails d'un chemin de fer, les 6chelons d'une 6chelle, les 
11 es des pojtees de musique sont parall^Ies. Les portes 
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el les fen^lres sont des ligoes parail^les, el il en est d€ 
m^me de la plupart des pieces de menulseiie et de char- 
pente. Nous aTons deji rencontre celle disposilion de 
li^es dans nos figores : car les c6tes opposes d'un rec- 
tangle {fig. XXXVII et XXXYIII) sont paraUeles. 

B 




A C 
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Deux perpendiculaires AB, CD (fig. XLVI) d une meme 
droite AC $ont paraiieles. 

Deux droites, AE, CD(fig. XLVII), qui forment avec une 
droite AE, eTun meme cote^ des angles egaux^ BAB, DCE, i 
5011/ aussi paralieies. 

Cette derniere propriete foumit le moyen le plus simple 
pour le trace des paralleles. Snpposons qu^on veuiile 





FiG. XLVIII. 
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mener, par un point A, une parallMe k une droite BC 
(fig. XLVIIl et XLIX), on place T^uerre DEF de mani^re 
qn nn de ses cdtesDE soit applique sur iadroite BC; puis 
on place la regle, suivant un autre c6te, FB de lequerre; 
enfin on fait glisser Tequerre le long de la r^gie jusqu'^ 



J 
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ce que le c6te DE, devenu D'E', passe par le point A, et on 
trace la droite D'E'. Elle est parall^le k DE, puisque ces 
deux droites font le meme angle avec la r^gle. 

Nous montrons dans les figures XLVIII et XLIX deux 
dispositions qu'on peut 
donner k Tequerre. 

II n'est pas n^ces- 
saire, pour cette cons- 
truclion, que Tequerre 
soit juste, c'est-^-dire 
qu'elle ai t un angle droit : 
il suffit que ses c6tes 
soientdeslignes droites. 

Un des avantages prin- 
cipaux de cette mani^re 
de tracep des parall^les, 
c'est qu'elle piermet d'en ^ 
mener rapideaaent plu- 
sieursi\une m^medroile, 
au moyen d'un glisse- 
ment de l*eqaerre le long 
de \a r^gle plac6e une 
foispour toutes. Cest ce 
que fait comprendre la figure L, oti CD, EF, GH, repre- 
sentent plusieurs paralleles menees k la droite AB. 
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ParaU^logramme etlosange. 

DfeFiNiTiON, — (fne portion de surface plane^ limitee par 
quatre droites paralleles deux h deux, est un paralUlo- 
ramme (fig. LI). 

D'aprfes ce que nous avons dit plus haut, le rectangte 
^s' m parallelogramme dont les angles sont droits. 

a reconnattra facilement que, dans tout parallelo- 
^i Qme, les c6tes opposes AB, D€ sont egaux, et que les 
<!' )ODales se coupent mutuellement en leurs milieux. 

'n paralUlogramme prend le nom de losange^ lorsque 
^< \mtre cdt^s sont igaux (fig. LII)« Les diagonales d'un 
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losange, ea indme temps qu'elles se coapent matuelle' 
ment en leup milieu, sont perpendiculairesVune surTautre. 





On appelle bases d'un parallelogramme deux ciM^s 
parall^les AB, CD, et hauteur, la perpendiculaire BE, 
abaissSe d'un point de Tune des bases sur Tautre base ou 
sur son prolongement. 

Putaque nous savons tracer des parallMes, nous D'avons 
aucune diflicult^ k dessiner un parall^logramme ni un 




losange. Mais ce que nous venons de dire des diagOL 
f^ilite encore cette construction. 

Pour obtenir un parall^logramme, menez h volont^ 
un point deux droites qui se coupent (fig. Ll). Po 
sur rune denx longueurs egales OA, OC, et sur Tan 
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dea\ autres longueurs ^gales entre elle8, OB, OD; enfin, 
joignez les poiuts A, B, C, D, deux tt deux. 

5i les droites qui se coupeDt au point sont perpen- 
diculaires Tune sur Vautre (Bg. LII), la conslruction 
donne un losange. 

Nous trouYons des exemples de parall^logramnies dans 



les planches de plusieurs sortes de parquet, notamment 
dans celles du parquet d pQint de Hongrie (fig. LIII) Cette 
figure est Tacite h. dessiner : on observera seulementde 
prendre les longueurs AB, BC, CD,... ^j^ales, de tracer 



[ tes les planches paralldles enlre elles, dans les pan- 
,ux I, 3, 3, et enlln, de faire en soi^te que les panneaux 
4, soient la reproduction renversee des precfidents. 
!^oinme application des parall^Ies, cilons encore le par- 
itage en rectangles de la Bgure LIV. On le trace en con- 
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slruisaat ud carr^, puis des parall^Ies aux diagonaies, 
des iatervalles 6gaux, et en supprimant certaines partic 
de ces paralUles, comme riudique la figure. 



Le losange, h cause di 
contre plus souvent que li 
duits de rinduslrie. 



sa forme Bymetrique.^se ren 
parallelogramme dans les pro 




On le trouve dans les Ireillls des jardins (fig. LV), dans 
les grilles de fer (fig. LVI), dans differents parquetages 
(fig LVIl), dans unjouet d'enfantbien connu, compose de 
petitespi6cesdeboisarticul6es, etdestine i faire manceu- 
vrer des soldats de bois (iig. LVIII), 



PROBLtMES RiSOLUS A L^AIOE DU COMPAS. XXVII 

Partage d'une droite en un certain nombre 

de parties egales. 

Supposons que hous voulions parlager la droite AB 
en 5 parlies ^gales, par exemple. Par le point A, traQons 
une droite de direction et de longueur arbilraires AX 
((ig. LIX), et portons 5 fois sur AX, k partir du point A, 
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une m^me longueur prise k volont^ : nous obtenons ainsi 
les points<]!, D, E, F, G. Menons la droite GB, et, par les 
points C, D, E, F, tragon^ des parallMes k cette droite : 
ces parallfeles partagent la droite AB en 5 parties egales. 



V. — PROBLEMES REISOLUS 
A L'AIDE DU COMPAS 

P erpendiculaire 8 . 

On peut se servir du compas pour le trac6 des perpen- 
diculaires. Notons d'abord les principes suivants : 

La perpendiculaire CD (fig. LX) abaissee d'un point C 
"■ r une droite AB est la plus courte distance du point d la 

nte, 

Si CD est perpendiculaire d AB (fig. LX) et qu'on prenne 

ir AB les longueurs egales DF, DE, les distances CF, CE 

mt egalesaussi, 

Maissi CDn'estpas perpendiculaire k AB (fig. LXI), et 
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qu'on prenne de m^me les distances egales DE, DF, les 

longueurs CE, CF sont inegales. Ce principe donne un 

moyen tres simple de reconnaitre si une droile est perpen- 

diculaire k une autre : c'est justement ainsi que les char- 

pentiers verifient leurs perpendiculaires. 

c 
C 
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Ce m^me principe peutencores^exprimerendisantque 
tous les points a egale distance des deux extremites d'une 
droite EF sont siir la perpendiculaire elevee a cette droite 
ensonmilieu (fig. LXII). 

De l^ r^sulle un moyen de mener une perpendiculaire A 
une droite EF par so7i milieu. Du point E comme centre 
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FiG. LXII. 



FiG. LXIII. 



(fig. LXIII), avec un rayon plus grand que la moitie de 
distance EF,decrivons une circonference (ii estinutile 
la tracer tout enti^re). Du point F comme centre, avec 
m^me rayon, decrivons uneautre circonference qui coi 
la premi^re aux deux points G, H. Chacun des points 
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H, est a egale distance des points E, F, et par cons6quent 
appartient a la perpendiculaire menee k EF par son 
milieu. II suffit donc d'unir les points G et H par une 
droite pour obtenir la perpendiculaire demandee. 

La m^me construction sert h partager la droite EF en 
deux parties egales. 

Proposons-nous maintenant de mener une perpendicu* 
laire d la droite AB par le point D pris sur cette droite 
(fig. LXIV). De part et d'autre du point D, portons sur la 
droite des longueurs ^gales DE, DF, et nous n'avons plus 
qu'i elever, par la construction prec^dente, une perpen- 
diculaire tk la droite EF par son milieu. Nous rencontrons 
iciune v^rification; car les trois points G, D, H doivent 
^tresur une m^me droite. 

Enfin, nous allons mener une perpendiculaire dladroite 
AB par le point C pris hors de cette droite (fig. LXV). Du 
point C comme centre, avec un rayon suffisamment 



:<a 



D \ 



B 



K 



FiG. LXIV. 






B 



^F 



■^ 






; E/ A 



r 



FiG. LXV, 



grand, d^crivons un cercle qui coupeladroite AB en deux 
poinls E, F. Nous n'avons plus qu'a mener une perpendi- 
ci ire ^ EF par son milieu, toujours par la m^me con- 
sl ction. Car, le point C etanl ^ egale distance de E et de 
F ette perpendiculaire passera par le point C, et sera la 
p pendicuiaire demandee. II y a ici lam^me verification 
q : dans le probl^me precedent : les trois points G, C, H 
d 'ent ^tre sur une mfime droite. 

6. 




PROBLiMES BiSOLUS A i'aIDE DU COMPAS. 

Circonference passant par trois points. 

Nous sommes maintenant en etat de decrire un cercle 
passant par trois points A, B, C qui ne sont pas en ligne 
droite (fig. LXVI). Le centre du cercle cherch^ doit ^tre 
k egale distance des points A et B : donc il est quelque 
part sur laperpendiculaire 61evee sur le milieu de la droite 
qui joint ces deux points. Tragons cette perpendiculaire» 
ce que nous pouvons faire sans tracer ia droite AB elle- 
meme. Le centre doit aussi ^tre k egale distancedes deux 
points B et C : donc il est sur la perpendiculaire elev^e 
sur le milieu de la droite BC : Tra^ons cette perpendicu- 
laire, sans mener, d'ailleurs, la droite BC elle-m^me. Les 
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deux perpendiculaires se coupent en un point 0, qui est 
evidemment k (^gale distance des trois points A, B, C. 
Donc, si, de ce point comme centre, avec un rayon ^galSt 
la distance OA, on decrit une circonference, elle passe 
par les trois points. 

Toutefois, si les trois points A, B, C etaient en li^ 
droite (fig. LXVlI),Ies deux perpendiculairesseraientj 
raHeles. Ainsi, ce point n'existerait pas etle problei 
seraitimpossible. 

Remarque /. — On voit par I^ qu1I n' y a qu'une circc 
ference r^pondant h la question. Ainsi, par trois poh 
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non en ligne droite on peut toujours faire passer une cir- 
conference et on nen peut faire passer qu'une. En conse- 
queoce, deux circonf^rences qui cnt plus de deux points 
communs se confondent entierement, 

Remarque IL — Au lieu de se 
servir de la perpendiculaire ^levee h. 
la droite BG par son milieu, on aurait 
pu en elever une k la droite AC par 
son milieu, et on aurait evidemment 
obtenu le m^me point 0. Ainsi, les ^^^ ixviii 

trois perpendiculaires elevees sur le 
milieu des droites qui joignent deux a deux trois points 
A, B, C, passent par un m6me point (fig. LXVIII). 

Remarque II L — Pour trouver le cenlre d'une circon- 
ference, on prend sur cette circonf^rence trois points h, 
volonte, et on applique la construction precedenle. 

Tpac6 des parallMes par les arcs de cercles. 

Pour mener une parallele h Id droite AB par le point E 
pris hors de cette droite (fig. LXiX), du point E comme 
centre, avec un rayon /^ \^ 

suffisammentgrand,d6- ^^— '•-^ 

crivez un arc de cercle / / 

FC, qui coupe AB en F. / j 

Dq point F comme cen- .b. [ . ^ 

tre,aveclem^merayon, ^{ ^^ 

decrivez un arc de cercle fjq lxix. 

qui passera n^cessaire- 

ment par le point E, et coupera AB en un point D. Du 

point F comme centre, avec un rayon 6gal k la distance 

DE, d^crivez un arc de cercle, qui coupe Tarc EC en C. 

Enfin, menez la droite EC; c'est la parall^le demand6e. 

VI. — TANGENTES AUX CERCLES 

Tangente. 
Une droite qui rencontre une circonf6rencela rencontre 
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g6n6ralement en deux points : si une droite na qu^u 
point de commun avec une circonference, elle est dite tan 
gente a cette courbe (fig. LXX). 

0\\ rencontre souvent des exemples de tangenies h. dei 
cercles. Lorsqu'une voiture roule sur un terrain plat, li 

trace que marque la roue sur le sol es 
tangente k la roue. Dans les machines. 
les courroies sont tangentes aux poulies 
auxquelles elles transmettent le mouve- 
ment. Quand le tourneur veut donner 
une forme circulaire k une piece de 
bois, il tient son outil dans la direction 
d'une tangente au cercle qu'il veut pro- 
duire. Les moulures des colonnes, des 
corniches (fig. LXVI, LXVII, LXVIII, 
FiG. Lxx. LXIX), olTrent souvent des lignes droites \ 

tangentes h. des cercles. 
La pierre lanc6e par une fronde s'echappe suivant uae - 
direction qui est tangente k la circonference decrite par 
la fronde. En general, lorsqu'un corps tourne avec une 
grande rapidile, ses diflferentes parties tendent k s'echap- 
per suivant la tangente aucerclequ'ild6crit. Aussiarrive- 
t-il quelquefois qu'une meule de pierre, mise en mouve- 
ment circulaire par une machine, se brise tout h coup en 
fragments qui sont lances suivant la tangente. Cest pour 
eviler ces accidents qu'on entoure les meules de cercles 
de fer. 

Trace des tangentes. 

Toute perpendiculaire k l'extremite d'un rayon est 
tangente au cercle. Ainsi, pour mener une tangente d un 
un cercle par un point A de la circonference (fig. Ly^\ 
on mene le rayon OA qui passe par ce point, et une 
pendiculaire k ce rayon par son extremite. 

Pour mener une tangente a un cercle par un point A ^ f 
Jiors du cercle [Cig, LXXI), on joint le centre au pc 
A par une ligne droite, on decrit une circonf^rence 
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iOA comme diametre : elle coupe la premi^re en deux 
points B et C. On m^ne des droitesdu point A k ces deux 
poiats : ce sont deux tangentes au cercle donne. 
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En effet, si Von m^ne les rayons OB, OC, les angles 

OBA, OCA sont droits comme inscrits dans des demi- 

cercles, et par consequent les droites AB, AC, per- 

■ pendiculaires k rexlr^mite de rayons, sont tangentes au 

cercle . 



\ 



Cercle tangent a deux droites. 

On peut tracer une infinite de cercles tangents k deux 
droites AB, AC (fig. LXXII). Pour oblenir Tun de ces 
cercles, on m6ne la bissectrice de Tangle de ces deux 

6 
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ites on prend un point quelconque sur cette bissec- 
e, el on abaisse les perpendiculaires OD, OE sur AB 
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et AC. Ces perpeirdiculaires sodI egales, puisque, si V 
p]ie la figure suivant la droite OA, l«s droites AB et 
se confoDdant, OD et OE se confondent aussi. 11 
r^sulte que le cercle decrit du point comme centre 
avec OD comme rayon est tangent aux deux droites en 
D et en E. 

# 

Cercle tangent k trois droites. 

Proposons-nous maintenant de tracer un cercle tan- 
gent k Irois droites AB, BC, CA (fig. LXXIIIJ. Le centre 
du cercle cherche doit se trouver a la fois sur la bissec- 
Irice de Tangle A et sur celle de l'angle B. II ne peut donc 
se trouver qu'^ leur intersection. Si de ce point nous 
abaissons des perpendiculaires OD, OE, OF sur AB, BC 
et CA, OD est 6gale k OF ainsi qu'k OE. Par suite, le 
cercle decrit, du poinl 0, comme centre, avec OD comme' 
rayon, est tangent aux trois droites, aux points L, E, F. 

Le cercle est dit inscrit au triangle HBC, et le trian- 
gle est circonscrit au cercle. 

Remarque. — Le point 0, ^tant h 6gale distance des 
cdles CB, CH, est aussi sur la bissectrice de Tangle C. 
Donc, les bissectrices des trois angles d'un triangle passent 
par un meme point. 

Applications. 
On a &. construire un cercle tangent k deux droites 
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quand on veut raccorder les deux bords d'une planche 
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^par 
[une 
' par 



un arc de cercle. Par exemple, on dessineraaisement 
tablette (fig. LXXIV)^ dont les bords sont raccordes 
des quarts de circonferences egales. 
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Tore 



FiG. LXXVIII. 



Qiia:*tderond 



t 



FiG. LXXIX. 



On ne trouvera pas plus de difficultes k dessiner les 
moulures ci-dessus (fig. LXXV, LXXVI, LXXVII , 
LXXVIII, LXXIX). 
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Notions preliminaires. 

I, — Ufi voLUME est une portion limitee de Vespace. 

Une suRFACE est ce qui separe im volume du reste de 
Vespace. 

Une LiGNE est la partie commune d deux surfaces qui se 
coupent. 

Un POiNT est la partie commune d deux Hgnes qui se 
coupent, 

% — La plus simple de toutes les lignes est la ligne 
DROiTE, Un fil tendu offre rtmage d'une partie d'une 
pareille ligne; mais la ligne droite doit 6tre congue comme 
prorongee indefiniment. Une ligne droite ind^finie XY est 
p rtagee par un de ses points en deux parlies OX, OY, 
€\ fon appelle demi-droilcs. 

X 2 , X Y 

FlG. 1. 

Nous admettrons que par deux points donnes on pei;l 

POBCHON. -— Geom^trie plans. 1 
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toujours faire passer une ligne droite indefinie, et qu*on 
n'en peut faire passer qu'une. Ainsi deux droites qui ont 
deux points communs coKncident dans toute leur etendue. 
Celte propri6t6 est caracUmtique de la ligne droile, 
c*est-k-dire qu^elle n'appartient h aucune autre ligoe. Si 
une ligne n'est pas droile, et qu'on puisse la transporter 
de mani^re ^ la faire passer par deux points A et B, on 
peut le faire d'une infinit^ de mani^res dans Tespace sans 
quelle coYncide avec elle-m^me. MPQ, MT'Q' (fig. 1 bisj 
represenlent deux de ses posilions. 

Celte propriete caracteristique de la ligne 
droite en constitue r^ellement une definition, 
savoir : 

La ligne droite est une ligne qu'm peut trans- 
porter de manidre d la faire passer par deux 
points donn^s, quels quHls soient, et qui coin- 
cide toujours avec elle-mime dans toute son 
^tendue de qtielque manidre qu'on le fasse. 
Une portion de droite comprise entre 
F1Q.16W. deux points s^appelle un segment de droite. 

3. — 0» appelle ligne brisee une ligne form^e de piu- 
sieurs lignes droites (fig. 2, a), courbe une ligne qui n'est ni 
droite ni compos^e de lignes droites (fig. 2, b). 





Fra. 2. — a, ligne brisee» 6, ligne oourbe. 

4. — Vn PLAN ou suRFACE PLANE est une surface telle e 

si Von y prend deux points d volont6 et qu'on les joii^ e 

par une ligne droite^ cette ligne droite soit tout ent' 
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dans la surface. Nous admettroas Texistence d'une pareille 
sarface. 

Une surrace est courbe lorsqu'elle n'est ni plane, ni com- 
; posee de surfaces planes. 

5. — Tout ensemble de volumes, de surfaces, de lignes 
etde points s'appelle une figure. 

Les figures tracees sur un plan sont dites planes. 

6. — La GEOMETRTE sst U sciefice de Vetemae, 

On la divise en deux parties : la g6ometrie pla.ne, qui 
8'occupe des figures planes, et la g^ometrie dans l*espace, 
qui traite de figures non situees dans un plan. 

Dans les livres I, II, III, IV, Vi on ne traitera que des 
figures planes. 



Angles. 

7. — Uh ANGLE est la figtire formee par deux demi-droites 
issues (fun i^me point. 

Ges deux lignes s'appellent les 
c^Tfes de Tangle, el leur point de 
rencontre en esl le sommet. 

On designe un angle, soit au 
biayen d'une leltre placee k son 
8oaimet, soit au moyen de trois 
eltres dont uno est placee au 

mmet et les deux autres sur les 
6tes; alors on enonce celle du 

mmet entre les deux aulres. Ainsi Tangle represent^ 
ngure 3 se designe par 0, ou par XOY, ou par YOX. 
1 Lorsque Tun des c6tes OY d'un angle reste .fixe, 
el que Ton fait tourner lautre OX autour du som- 
toet, Tangle augmente ou diminue suivanl que le cole 
^oblle s'eloigne ou se rapprocbe du c6te fixe. L'angle 
devient nul lorsque le c6te mobile s'applique sur le c6te 
fixe. 




4 WnO!l& PHELIMOAiBES. 

En «eneral deux tiifares -^ ql diiALEs lorsqoe Vune pent 
ae wperpoi*^r eitacti^oieat a Lautre. 

n rfi**n!te dp cette dednifcioa •pi»* •teuxangiesXOY. X'OT' 
(rtjf. i *)at »^iix Lorsque, Le secoad i^taiit place sur lepre- 
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nnerf de telle sorte que le point O' comeide arec le point 

et que le cdte OV^ preiiiie la 
directionOY, le c6le OX' prend 
en meme temps la direction 
OX. Mais si le cdte O^X^seplace 
alors en dedans ou en dehors 
de Tangle XOY, langle X'0'Y 
est plus petit ou plus grand 
qae XOY. 

D'apres ces explications, la 
grandeurd'un angle est inde- 
pendante de la longueur de 
ses cdtes. 

Une droite OZ est bissec- 
TRicE d'un angle XOY (fig. 5) 
lorsqu^elle le partage en d* x 
parties egales, 
8. — Deux angles sont dits adjacents lorsquHls \t 

mdme sommet^ un cdti conmun, et qiCils sont de par 't 

d*autre de ce c6t6 commun, 
Teis Bont les angles AOB, BOC, et aussi les angles A'( ' 
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B^O^C^ (fig. 6). II peut arriver que les c6les non coramuns 

o 




c* 



O' 
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A' 



soient en ligne droite : c'est le cas des deux angles A'0'B', 
B'0'C'. 



Perpendiculaires. 

9. — Une droite est perpendiculaire d une autre lors- 
qu^elle forme avec celle-ci deux angles adjacents egaux. 
Ces deux angles s'appellent alors angles droits (fii,^ 7). 



Fic. 7. 



Fio. 7 &i*. 



Dne droite est oblique A une autre lorsqu'elle ne lui est 
pas perpendiculaire (fig. 7 bis). 



■^ I 






« NOriONS PRfiLIMINAlRrs. 

^O. — Th^oreine 1 (1). — Par tm potnt pris sur une 
droite, on pcut toujours mener iine perpendiculaire dxette 
droite, et on n'en peut mener qu'une (fig. 8). 

Soil le poinl pris sur la diolte AC. Menons par le 
poinl II ne clroile OB, quenous supposerons ^obile autour 




du poinl 0. Apr^s Tavoir appliquee d'abord sur OA, faisons- 
la lourner autour du point dans le sens de la fleche, 
jusqu'k ce qu^elle s'applique sur OG. Elle forme avec OA et 
OC deax angles adjacenls, dont le premier va conslamm^nt 
en croissant, et le second constammenl en decroissant. 
Celui qui etait d'abord le plus pelit finit par devenir le plus 
grand. Donc il y a une posilion OB' de la droite, et une 
seule, dans laquelle ces deux angles sonl egaux, ce qu'il 
fallait demontrer. 



( 1) Un theoreme est une v^rit^ que ron d^montre. 

Un corollaire cst une coDs^quence que ron «UUuit d'un tli^or^me. 
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CoROLLAiRE, — Tous les augles droits sont ^gaiix. 

Soient,'en effet, deux angles droits AOB, A'0'B' (fig. 9). 
Portons ie second sur le premier en plagant le point 0' sur 
le point 0, et la droite 0'A' dans la direction OA : la droile 
CB' prend la direclion OB, puisque, par le point 0, on ne 
peut raiener qu'une perpendiculaire OB a OA. Ainsi les deux 
angles coincident et sont egaux. 



h 



O' 



A' 



FiG. 9. 



H . — D^fiiiitions. — Un angle est dit aigu ou obtus 
suivant quHl est plus petit ou plus grand qu'un droit. 



/ 



/ 



FlG. 14). 



D 



C 




FlG. 11. 



Ainsi ABC (fig. 10) est un angleaigu, DEF (fig. H) est 
1 i angle obtus. 



8 50TI05S niUXOAnESc 

Deux angle» Gffl^ IHK, 4f^nt la $omme e$t egale a un 
angle droit GHK (fig. li>, iont dit4 comflemestaires- L'un 

sappelLe le complemext de 
raarre. 

D*HX angle^ dont Ja sommc 
est e*j'tle d deus angles droits 
somt dits scppLEMEyTAiRES. L'un 
s^appelle le srppLEMENT de Tault^. 
Deux angles sont evidemment 
4p'ix lorsqu'ils ont le mtoie 
complemeiit ou le m6me sup- 
FiG li pl»*ment. 




I>roites concourantes. 

i^, — Th^rrair 11. — Toute demi-droite quien ren- 
coutrc nne nutre fig. 13. forme atec elte deux angtes adja- 
ceuts doiit la somme est egnle a deux angles droits. 

Soit la demi-droite OA qui rencontre la droite BC. Le 
theoreme est evident si OA est perpendiculaire a BC. Suppo- 



B 




Fio. i3. 



sons qu'elle lui soil oblique, et que, par exemple, Tanc 
BOA soit plus grand que TangleCOA. Par le point Oraeno. 
la droite OD pet^npndiculaire a BC. L'angle BOA surpas 
Tangle droit BOD de l'angle DOA ; rangie COA esl inferie 



^ 
^ 



\ 
* 
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k Tangle droit DOC, du nieme angle DOA. Donc la somme 
BOA-f- COA vaut deux angles droits. 

CoROLLAiRE I. — Si uue droite est perpendiculaire d une 
autre^ la seconde est aussi perpendiculaire d la prcmiere. 

Soit la droile GD (tig. 14) perpendiculaire a AB. 



B 



D 

FlG. 1*. 

Designons par 1, 2, 3, 4, les quatre angles formes par 
les deux droites. i et 2 sont supposes egaux, et par suite 
droits. \ et 4, d'apres le iheoreme precedent, ont pour 
somme deux droils; 1 etant droit, 4 est droit. On prouve 
de mtoe que 3 est droit. Ainsi la droile AB forme avec CD, 
de Tun et de Tautre c6ie, des angles adjacents egaux. 

CoROLLAiRE II. — La somme des angles consCcutifs 1, 2, 

o 




J, 4, formes autour d'un point, d'un mime c6t6 ffune 
iroite, est egale d deux angles droits (fig. 15). 

1. 



f^ 



•-^ 
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NOTIOt^S PRfiLIMINAIRfiS. 



En clTet, les angles i, 2, 3, ont pour somme Tangle AOE, 
et d*apr6s le th^oreme pr^cedent, ce dernier, augment^ 
de Tangle 4, forme ane somme e|«le k deux angles 
droits. 

CoROLLAiRE llf. — La somme des angles comicutifs \ , 2, 




7P" 
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3, 4, 5, form^s autour eTun point dans un plan par difjf^ 
rentes droites issues de ce point, OA, OB, OG, OD, OE, est 
igaU d quatre angles droits (fig. 16). 

TraQons le prolongeinent OA' de la droite AO. La somme 
des angles form^s de chaque c6te de ladroite AA' vautdeux 
droits; en les additionnant tous, on forme une somme qui 
est celle des angles i, 2, 3, 4, 5. Celle-ci vaut donc quatrf 
droits. 



i3. — Th^ordme III. — Lorsque deux angles adja^ 
cents AOB, BOC, n'ont pas leurs c6t6s ext^rieurs en ligne 
droite, leur somme n'est pas ^gale a deux droits, 

Tra^ons le prolongement OD de AO (Bg. i7). L^angle BO^ 
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dilT^ de 1'angle BOC. Or, d apr^s le Iheoi^eme II, la somme 



Fio. 17. 

des angles AOB, BOD, vaut deux droits : il neu est donc pas 
de meme de celle des angles AOB, BOC. 

U. — Theordme IV. — Lorsque deux angles adja- 
eents ontpour somme deux droits,4curs cdt^s non communs 
sont en lignedroite» 

Car, d*apres le Iheoreme III, des que les c6tes non com- 
muns ne sont pas en ligne droite, la somme des deux aiigles 
n'est pas egale a deux droits. 

15. — Remarque. — Dans tout theor^me il faut distin- 
guer ce que Toq suppose» oa rHYPOTHiSE^ et ce que )'on 
^eut demontrer, ou la conclusion. Par exemple, dans le 
thferfeme II, Thypoth^se est qu une droite en rencontreune 
autre, ou, en d'autres termes, que deux angles adjacents 
ont leurs c6tes non communs en ligne droite; la conclusion 
est que la somme de ces deux angles adjacents egale deux 
droits. 

Deux theoremes sont dits contraires lorsque leurs hypo- 
thfeses sont contraires, et leurs conclusions contraires. 
Ainri le theor^me II et le theoreme III sont contraires. 

Deux th^oremes sont reciproques lorsque Thypothese de 
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ruii esl la conclusion de Tautre, efinversement. Ainsi les 
theoremes II el IV sont reciproques. 

Lorsque deux theoremes contraires sont demontres, la 
reciproque de chacun d'eux s'en d^duit immediateraent, 
par uii raisonnement semblable a ceiui du Iheoreme IV. 

16. — Tlieopciiiie V. — Lorsque deux droites AA', HB', 




FiG. iS 



$e coupent, les angles AOB, A'OB', opposis par le sommetf 
$ont egaux (fig. 18). 
En effet, ils onl le m^me supplement AOB' (th6or. II). 



r 



CIIAPITRE II 



TRIANGLES 



Des triangles. 

17. _ D^finitions. — Onappelle triangle une portion 
ie plan termin^e par trois lignes droites, 

Un triangle est isocele quand il a deux c6les egaux, 
ioniLATERAL quand il a ses trois e6tes egau\, equiangle 





a. Triangle isocele 



b. Tri&Dgle ^quilat^r&l et equi&ngle. 




«. Triangle rectangle. 
Fio. 19 



quand il a ses Irois angles egaux, rectanglr quand il a un 
ande droit : dans ce cas le cdte oppose k i'angle droit s'ap- 



igl 
pelle hypot^nuse (fig, 19). 



u 
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Tnangle isocMe. 

18. — Theor^me I. — Dans tout triangle Uodh, 
auglcs opposes aux cdtes ^aux sant ^gaux. 

Soit le triangle isoc^le ABC (fig. 20), dans leque| 
AB = AC. MeDODs la bissectrice AD de Tangle A, puij 
rabattons le triangle ADC sur le triangle ADB en le fai| 
sant tonrner autour de AD. Puisque Tangle DAC est egj 

k Tangle DAB, le c6te A< 
prendra la direction AB; 
puisque AC=,AB, le point 
tombera en A. Donc DCtombi 
sur DB, et les triangles AD( 
ADB sont egaux. II en resuli 
que les anglesC, B sontegaui 
ce qu'il fallait d^montr;er. 

CoROLLAiRE 1 . — L'egalit6 di 
memes triangies prouve qi 
DC= DB, et que les angles ei 

^ ^ D sont 6gaux. Donc dans to\ 

triangle isochle, la bissectrk 

de Vangle dusommetest perpei 

diculaire a la hnse et la partage en deux parties ^galei 

CoROLLAiRE II. — Tout triangle ^quilat^ral est 4quiangli 

Car deux angles quelconques, oppos6s k des c6tej 

egaux, sont egaux (fig. 19, b). 

19. — Theopeme IL — Reciproquement, si un triangl 
a deux angles egaux, les c6t6s opposis d ces angles 8on\ 
6gaux et le triangle est isoc^le. 

Soit le triangle ABC dans lequel les angles A et B sonf 
egaux (fig. 21). Faisons un triangle A'B'C' (les m6 s 
lettres designant les elements ^gaux), et porlons-Ie su e 
prcmier en appliquant le c6t^ C'B' sur son egal BC de y r 
ni^re que le point B' tombe en C et le point C en B. L'ax » 
C ^tant egal k Tangle B, le c6te C'A'prend la direction , 
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et Tangle B' etanl egal k TaDgle C, le c6t6 B'A' prend la 
direction CA. Le point A' tombe donc^ Tintersection A des 
c6tes BA, CA, et les triangles colncident. II en r^sulte qua 
A&= A'C; maisparhypoth^AG=A'C'. DoncAB = AG, 
to qull fallait d^montrer. 
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CoROLLAiRE. — Tout triangk 4quiangle est Squilat^raU 
Car deux c6tes quelconques, opposes k des angles 
<gaux, sont 6gaux. 



Cas d'egalit6 des triangles. 

20. — Th^oribme III. — Deux triangles sont 4gaux 
ImrsquHls ont un e6t6 igal adjacent d deux angles 6gau9 
ekaci/fi d chacun. 




Soient les deax trlangles ABG, A^B^G' (flg. 12), ayant Itt 
e6t6s BC, B'C' 6gaux, ainsi que les angles B et B', ei les 
angles C et C\ 
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Plagons le second triangle surle premier, en appliquant 
le c6te B'C' sur son ^gal BG, le point B' tombant en B elle 
point C en G. L'angle B' etant egal k Tangle B, le c6t6 
B'A' prend la direction BA, et le point A' tombe quelque 
part sur la droite BA ou sur son prolongement ; de m^me 
Tangle G' etant 6gal k Tangle G, le point A' tombe sur im 
point de GA ou de son prolongement. Le point A' devant 
tomber a la fois sur les deux droites BA, GA, tombe k leur 
intersectionA. Ainsi les triangles cotncident et sont egaux. 

CoROLLAiRE. — Qmfid deux triangles ont un c6t6 6ga\ 
adjacent d des angles 6gnux chacun d chacun, aux angks 
^gaux sont oppos^s des c6tes dgaux. 

i2l. — Tii6orenie IV. — Deux triangles sont 6ga\a 
lorsquHls ont un angle 4gal cornpris entre deux c6tH 
^gaux chacun d chncnn. 




Soient les deux Iriangles ABG, A'B'C' (fig. 23) ayant les 
angles A et A' egaux, ainsi que les c6i6s AB et A'B', et les 
c6iesACel A'G'. 

Plagons le second sur le premier en appliquant le c6te AB 
sur son egal A'B', A' tombant en A et B' en B. L'angle A' 
^tant egal kTangle A,lec6te A'G'prendladirection AC, el 
comme A'G' esl egal k AC, le point C tombe en C. Les c6t6s 
BC et BC, ayant les m6mes extremit^s, coincident. Donc 
les triangles coincident et sont 6gaux. 

CoROLLAiRE. — Lorsquc deux triangles ont un angle 6g9l 
compris entre deux c6tes egaux chacun d chacuny anx 
c6tes 4gaux sont opposds des angles 4gaux. 

22 — Theopfeme V. — Deux triangles sont igaux 



^ 
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quand ib ont les trois c6t6s ^gaux chacun d chacun. 

Soient les deux triangles ABC, A'B'G^ salisfaisant [i 
celle condition. Je porte le second sur le premier, de 
maai^re que B'C' colincide avec BC, et que les triangles 
soient du m^me c6t6 par rapport k BC. Supposons qif ils 
ne colncident pas, et que le trianglc A'B'C' prenne la 
position A'BC (fig. 24). 

Puisque AB = A'B', par hypoth^se, le triangle BAA' est 
isoc^le, et le point B appartient k la perpendiculaire 
6iev6e k AA' en son milieu (n® 18, corollaire I). 

Le triangle CAA' est aussi iso- 
cele, et le point C appartient 
egalement k la m^me perpen- 
diculaire. Ainsi la droite BC est 
perpendiculaire k la droite AA' 
ct la partage en deux parties 
cgales, ce qui est impossible, 
puisque alors les points A, A' 
seraient de part et d^autre du c6te BC, contrairement k 
ce que nous avons suppose. Ainsi les deux Iriangles 
colincident et sont ^gaux. 

Autres propriet6B des triangles. 

23. — Tlicordme VI. — Dans tout triangle un angle 
exterieur est phis grand que 
chacun des angles int^rieurs 
non adjacents — On appelle 
angle exterieur d'un trian- 
gle un angle forme par un 
c6te et le prolongement du 
c6te suivant 

Soit le triangle ABG (fig. 
2S). II s'agit de demontrer 
que Tangle ext^rieur CAX 
est plus grand que Tanglc 
G. Menons la mj^diane BD, 
c'est>^-dire la droite qui joint ie sommet B au milieu du 
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c6ie oppose, prolongeons-la d'une longueur DE = BD, el 
menons la droite AE. Les triangles DBC, DEA sont egaux, 
comme ayant un angle egal en D, compris entre c6tes 
egaux chacun k chacun. Donc les angles G, DAE sont 
egaux. Mais la droite AE ^tant dans l'angle CAX, Tangle 
CAX est > DAE [i)^ ou > C, ce quil fallait demontrer. 

CoROLLAiKE. — Duns tout triangle ABC la somme de 
deii.v angles int^rieiirs A, C, est plus petite que deux droits. 

En elTet la somme BAC H- CAX est 6gale k deux droits; 
puisque C < CAX, il s^ensuit : BAC -4- C < 2 droits. 

24. — TMopeme VII. — Si nn tria^igle a deux cdtes 
inegaux^ les angles opposSs sont inSgaux et au plus grand 

c6t6 est oppose le plus grand angle. 
Soit le triangle ABC (fig. 26) ayant 
AB > AC. Je prends sur AB la lon- 
gueur AD = AC, et je fais le triangle 
ADC : il est isocele; donc les angles 
ADC, ACD sont egaux (theor. I). Mais 
Tangle ACB est > ACD, ou > ADC; 
c d'ailleurs ADC > B (theoreme VI). 
Fio. 26. Donc enfin ACB > B, ce quMl fallait 

demontrer. 

CoROLLAiRE. — Si wfi trtangle a deux angles in6gaux, les . 
cdt^s opposes sont in6gaux, et au plus grand angle estoppos^ 
le plus grand c6l6, 

En effet les aiigles oppos6s ne peuvent pas ^tre 6gaux, 
puisque le triangle serait isoc61e; des lors au plus grand 
c6te est oppose le plus grand angle. 

25. — Th^oreme VIII. — Chaque c6tS (Fun trtaf^gle 
est plus petit que la somme des denx autres. 

Soit le tiiangle ABC (fig. 27), Je dis que le c6te BG esl 
plus petit que la somme des deux autres. En effet prolon- 
geons BA d'une Jongueur AD = AC, et faisons le triangle 

(1). Le signe > s'enonce plus grand que, et le signe <^plus pelit ?««• 
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ACD. Pulsqu^il est isocMe, ses angles en G et en D sonl 

egaux. Or Tangle BCD est > DC^A, ou > D. Dans le 

triangle DBC, a ces deux angles 

inegaux sont oppos6s des c6tes 

inegaax (coroUaire precedent), et 

BC < BD, ou < BAh-AC, ce qu'il 

fallait demontrer. 

CoROLLAiRE 1. — Dam tout trian- 
gle, chaque c6t4 est phis grand que 
la diff^rence de deux autres. 

Designons les trbis c6tes par 
a, 6,c. Nous savonsque a < ft-hc. 

Retranchons b aux deux membres de cette in^galit^, en 
supposant 6 < a; le sens de Tin^galite n'est pas change; 
d'oti a — 6 < c, ou c > a — b. 

GoROLLAiRE II. — Luligne droite menee d'un point h un 
autre est plus petite que toute ligne bris^e ayant les 
memes extremites. 

Soit AB une ligne droifce, AEDCB une ligne briseo joi- 
gnant ses deux extremites (fig. 28). 

TraQons la droite AC. D'apr6s 
le th^oreme precedent : 

AB < AC -I- CB. 

Tragons la droite AD : 

AC < AD + DC. 

Remplagons dans la premi^re 
inegalit^, AC, par celte valeur 
plus grande, Tinegalit^ subsiste 
dans le m^me sens : 

AB < AD -f- DC -H CB. 
Enfin AD < AE -4- ED. Remplagons dans la derni^re 
inegalite AD par cette valeur plus grande : 

AB < AE -f- ED H- DC -h CB. 
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26. — Theoreme IX.' — Lorsque deux triangles ont un 
dngte indgnl compris entre deux c6t6s 4gaux chacun d chacun, 



THIANGLES. 

troisidme c6t6 est iner/al, et au plus grand de ces deux 
^^iigles est opposd le plus grand c6t4, 

Soient l6s triangles ABC, A'B'C' [^i^. 29), ayant Tangle 
BAC plus grand que rangle B'A'C', le c6te AB egal au 
c6te A'B', et le c6te AC egal au c6te A'C'. Je dis que le 
c6te BC est plus grand que le c6te B'C'. 

Portons le second sur le premier, de telle sorte que 
A'B' colncide avec son egal AB; le c6te A'C' se place, 
d'apres 1'hypothese, dans i'angle BAC, et le triangle B'A'C' 
prend la position BAD. Menons la bissectrice de 
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Tangle DAC, laquelie rencontre le c6t6 BC en E, et tra- 
Qons la droite DE. Les deux triangles DAE, CAE sont 
^gaux comme ayant un angle egal en A compris entre 
c6tes egaux chacun k chacun (theor. IV) ; donc DE = EG. 
Mais 

BD < BE+ ED (theor. VIII): 

et, en rempla^ant ED par son egal EC : 

BD < BE -f- EC, 

ou BD < BG. 

Comme BD n'est autre que B'C', on peut donc dire : 

B'C'. < BC, 

ce quMl fallait d^montrer. 

CoROLLAiRE. — St deux triangles ont deux cdtes Sgauc 
chacun d chacun, et le troisidme cdt^ tnigal, Vangle opposi 
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ati troisiime c6U estinigal^et an plnsgrand de cestroisidmes 
c6t4s est oppos^ le plus grand a)igle. 

En elTet, si cet angle etait ^gal, les triangles seraient 
egaux (th^or. IV), ce qui est contre l'hypoth&se. II est 
donc inegal, et au plus grand angle est oppos^ le plus 
grand c6t6. 

On peut dire plus simplement que les theor^mes I V et IX 
6tant contraires, le reciproque du theoreme IX s'ensuit. 

S7. — Th6or^me X. — Si Von mdn$yd'unpoint Dpris 
d VintMeur d^un triangle ABC, des drbUes aux extr^miUs 
(fun cdte BC, la somme de ces deux droites est plus petif*^ 
que la somme des deux autres c6t6s. 
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Prolongeons la droite BD jusqu'^ la renconlre de AC 
en E. D'apres le theoreme VIII, on peul ecrire successi- 
veraent : 

BD-hDE<BA4- AB, 
DC < DE 4- EC. 

Ajoutons ces deux inegalites membre k membre, et 
supprimons DE de part et dautre, nous aurons : 

BD -h DC < BA -f- AE -f- EC, 

ou BD -f- DC < BA -I- AC, 

ce qu'il fallait prouver. 
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CHAPITRE III 

PROPRlfiTES DES PERPENDICULAIRES ET OES 

OBLIQUES 



Perpendiculaires et obliques. 

28. — Th^peine I. — Par un point pns hors d'une 
droite on peat toujours mener une perpendiculaire d cette 
droite, et on nen peut mener qiCune, 

Soit le point pris hors de la droite AB (fig. 31). Faisons 
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tourner la portion de plan OAB autour de AB et rabaUons- 
la sur la portion du plan situee de Tautre c6te de cette 
droite. Le point prend une position 0'. Menons la droite 
00', qui renconlre AB en C : les angles ACO, ACO' coinci- 
dent dans le rabattement que nous avons lait, puisque le 
point C ne change pas, et qne vient en ()'. AG faisant 
avec 00' deux angles egaux, est donc perpendiculaire k 
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I cette droite, et reciproquement 00' est perpendiculaire k 

' AG (coroll. I, no 12). 

Je dis de plusque toute autre droite ODmenee du point 
Oiladroite AB lui estoblique. En effet, menons la droilc 
OD.LesanglesODG, 0'DCsont6gaux, puisqu'ilscoincident 
dans le rabattement. Mais les c6tes non communs de ces 
augles adjacents ne sont pas en lignes droite : car, du point 
Oaupoint 0', on ne peut mener qu uneseule ligne droite, 
quiesl OCO'. Donc lasomme deces deux angles n'esl pas 
egale^deux angles droits (theor. III^ n° 13), et ODC, Tun 
deux, n'est pas droit, ce quMl fallait demontrer. 



29. — Th6oreme II. — Si (Tun point pris hors dhme 
droite on mdne dr cette droite une perpendiculaire et des 

ohliques : 

i^ La perpendiculaire est plus courte que toute oblique; 

l^Deux obliques qui s'6cartent 6galement dii picd de la 
fnpmdiculaire sont ^gales; 

^ Deux obliques qui s^^cartent in^galement du pied de 
la perpendiculaire sont in4gales, et la plus grande est celle 
^i 8'en 6carte le plus. 

1" Soit le point pris hors de la droite XY, OA perpeudi- 
culaire, OB oblique k XY (fig. 32). Prolongeons OA dune 
tengueur AO' = OA, et menons la droite BO'. Les triangles 
0*^, 0'AB sont egaux, puisqu'ils ont un angle 6gal en A, 
comme droit, compris entre c6ies egaux chacun k chacun 
(Ibeor. IV, n« 21). Donc OB = 0'B. Or, 

00' < OB -+- BO', 

en prenajat la moitie de part et d^autpe, 

OA < OB. 

2«»Soient deux obliques OB, OC, s'ecartant egalementdu 
pied de la perpendiculaire OA, ce qui veut dire que Ton 
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suppose AB = AC. Les Iriangles OAB, OAC sonl egauxj 
puisqu'ils ont un angle egat en A, compri^ entre c6tefl| 
^s^nux chacun k chacun. Donc OB =• OC. 

3"* Soit Toblique OD s'ecartanl plus que OB du pied de la 
perpendiculaire OA, c*esl-a-dire qu'on suppose AD >> AB. 




o' 

Fi6. 3S. 

IVenons sur AD la longueur AC = AB, et menons les droiteg 
OC, 0'C, 0'D. Comme precedemmenl CO = CO', D0= D(y. 
Mais le poinl C ^tanl k rinlerieur du triangle ODO', il en 
resulte (theor. X, n° 27) 

OC + CO' < OD + DO', 

et, en prenant la moilie de part et d'autre : 

OC<OD, 

mais OC = OB, d*apres 2" ; ainsi 

OB < OD. 

GoROLLAiRis I. — Les propositions i"" et 3* ^tant contraires 
Tune de Taufre, leurs reciproques sont evidentes, savoir : 

Deiix obliques ^galesy men6es d'un mime point a un& 
droite, s'^cartent igalement du pied de la perpendiculaire 
abaiss^e du point sur la drotte, el deux obliqUiBs inigales^ 
8'en 4cartent in^galanent. 




\ 
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CoROLLAiRB 11. — UhypoUnuse BG d^un triangle redanglo 
ABC est le plus grand c6U du triangle (fig. 33). 

Car GB, oblique h la droite AB, est c 
plus grande que la perpendiculaire GA. 

CoROLLAiRK III. — Cfiacun des angles 
adjacents d Vhypot6nuse d'un triangle 
rectangle est aigu, 

Car l'hypQtenuse etant le pius grand 
c6te du triangle, Tangle oppose, c'est- 
k-dire Tangle droit, est le plus grand 
anglo |n« 24). 

R£MARCUE. — La plus courte distance, 
qa'on appelle simplement la distance^ 
d*un point k une droite, est la perpendi- 
culaire abaissee de ce point sur la droite. 

30 — Thi^oreme III.— ToiU pointpris surlaperpendi- 
culaire Mev^edune droite 
par son miiieu est ^qui- 
distant des deux extrd- 
mites de cette droite^ et 
tout point pris hors de 
cette perpendiculaire est 
inigalement distant des 
deux extrimit^s, 

Soit la droile CG' elevee 
perpendiculairement k la 
droile AB par son milieu 
(fig- 34) : 

!• Tout point Mdecette 
droite est a egale distance 
des points A et B. Gar les 
obiiques MA, MB a la 
droileAB, s'ecarlant6ga- 
lement du pied de la per- 
pendiculaire MO , sont 
6gales (theor. II) ; 

, 2« Je dis de plus que 
tout point P pris en dehors ^ 
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de cette perpendiculaire, est k des distances in^gales des 
points A et B. 

En eflet, des deux droites PA, PB, Tune PA rencontre la 
perpendiculaire CC en uu point M'. Menons ia droite M'B; 
elie est egale k M'A d apres 1°. Or, 

PB<PM' + M'B, 
ou, en rempIaQant M'B par son egale-M^A, 

I>B < PM' + M'A, 
ou PB < PA, 

ce qu'il fallait demontrer. 

D^flnUion.— OnappeHe lieu geometrique, en geomelrie 
piane, une ligne dont tous les points jouissent dune cer* 
taine propriete, a Pexclusion de tous lesautres pointsda plafHi 

Le Iheoreme preced«it peut doBc s'enonoer ainsi : Le lieu 
g^ometrique des points equidistants de deux points, est la 
perpendiculaire eMe a la droite qui joifit cesdeux pointSf : 
par le milieu de cette droite. i 

Application. -- Trouver sur une ligne quelconqm] 
un point ^quidistant de deax points donnes. . 

? 
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Soient A et B les deux points, L la ligne donnee (fig. 35). II 
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suffit de.joindre les points A et B par une ligne droite, et 
d'elever a la droite AB une perpendiculaire qui la partage 
en deux parties egales. Les points C, D, ou cette perpendi- 
cuJaire rencontre la ligne L, satisfont a la question, el y 
aatisfont seuls. 

Le nombre des points d'intersection de la perpendiculaire 
et de la courbe varie suivant la nature et la situation de la 
ligne L par rapport aux poinls donnes. II peut ne pas 
cxisterde poinl d'iotersection : alors le probl^me n'a pas 
de solution. 



Gas d'6galite des triangles rectangles. 

3i. — Theoreinc IV. — Deux tnangles rectangles sont 
igaux lorsqu'ih onl Vhypotenuse igale, et un augle aigu 
4gaL 

Soienl les deux triangles rectangles ABC, A'B'G', ayant 
rhypotonuse egale BC = B'C', et un angle aigu egal, B =:B' 

(tig.36). 
Portons le second sur le premier, en appliquant Thypo- 
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tenuse B'C' sur son egale BC : I angle B' etant egal k Tangle 
B, le c6le B'A' prend la direction BA, et le point A' tombe 
Mran point de BA ou d« son prolon^ement. Mais on ne 
pcatabaisser dupoini C qu'ux)e.peipendicuiaire sur BA, ^ 
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le poinl A' lombe sur un point de CA ou de son prolonge- 
ment. Le point A^-tombe donc a rintersection A des coles 
BA, CA, et les Iriangles coincident. 

32. — Tli^orenie V. — Deux triangles rectangles sont 
Sgattx, lorsquils ont Vhypot^nuse 6gale et un c6t6 de Vangle 
droit dgal. 

Soient les deux triangles rectangles ABG, A'B'C', ayanl 
rhypotenuse ^gale BG = B'C', et un c6te de Tangle droit 
egal AC = A'C'(fig.37). 
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Porlons le second sur le premier en appliquant le 
€6te A'G' sur son egal AC. A'B' prend la direction AB h 
cause de Tegalite des angles droits A, A', et le point B' 
tombe sur un point de AB ou de son prolongement. Mais 
les deux obliques egales CB, C'B', issues du m^me point C, 
s*ecartent ^galement du pied de la perpendiculaire CA 
(coroll. I, n'* 29), et le point B' ne peut tomber qu en B. 
Ainsi les triangles coincident. 



Propriet6 de la bissectrice d'tin angle. 

33. — Th^or^me VI. — Tout pointpris sur la btssec* 
trice d^un angle est 6quidistant des deux cdt^s de cet angle^ 
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et reciproquement tout point ^uidistant des deux cdt^s 
d!un angle est siir la bissectrice de cet angle. 

!*> Soit un angle XOY, fet M 
uii point de la bisseclrice OZ ^ 

(lij^. 38). Abaissons de ce point 
Jes perpendiculaires MP, MQ sur 
les c6tes OX, OY. Les triangles 
reclangles OMP, OMQ sont egaux 
(theor. lY), comme ayant rhy- 
polenuse communeOM, et les an- 
gles en egaux. DoncMP=MQ, 
c'est-a-dire que le point M est 
equidistant des deux c6tes de 
Tangle. 

2* Soit M un point tel que les 

perpendiculaires MP, MQ, abaiss^es de ce point sur les 
c6tes de Tangle XOY soient egales. Menons la droite OM : 
les triangles rectangles OMP, OMQ sont ^gaux (Iheor. V) 
corame ayanl Thypotenuse commune OM, et un c6te de 
Tangle droit egal, savoir MP = MQ par hypoth^se. Donc, 
les augles MOP, MOQ sont egaux, et la droite OM est bis- 
seclrice de Tangle XOY. 

Remarque. — Le theoreme precedent peut s'enoncer 
ainsi : La bissectrice d'un angle est le lieu geomMrique des 
points 6quidistants des deux cdt^s de cet angle. 
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5» Ou des angles externes d'un mime c6U de la s^cante, 
mppUmentaires, 

Remarquons d*abord que si deux droites X, Y, coup6es 

parune s6canteZ 
(fig. 42), satisfont 
a une de ces con- 
ditions, elles sa- 
lisfont auK quatre 
autres. Parexem- 
ple supposons 
X suppl^mentaires 
ies deuK angles 
2 et 6, interieurs 
d'un m^me c6i^ 
de la s^cante. 1 
etant supplement 
<ie 2 (no 12^ est egal k 6, et de m^me 2 est egal k 5. 
Ainsi les jiigles alternes iaternes sont egaux ; leurs 
opposes par ie sommel, qui sont alternes externes, 
sont donc egaux aussi. II en resulte que les correspon- 
<ianls, 3 fit 6, sont egaux, et que les alternes externes 
<l'un m^p.ie c6te de la secante sont supplementaires. 

Soient donc les angles internes 

dun m^me c6te de la secante, 2 et 

6, supplementaires. Si les droites 

"" X, Y, se rencontraient d'uii c6te ou 

de l'autre de las^cante, elles feraient 

avec celle-ci un trirfngle, dans iequel 

^ deux angiesint^rieurs, tels que 2 et6, 

^auraient pour somme deux droits, ce 

qui est impossible(n«» 23, coroUaire). 

CoROLLAiRE. — Deux perpfindicu- 

laires d une mSme droite^ sont paral- 

Ules (fig. 43). 

Car elles forment avec cette droite des angles internes 
<l\in meme c6te de la s^cante supplementaires, comme 
^tant droits. 
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I 38. — Theoreinc II. — Par nn point pris hors (Tune 
droite, on peut mener une , 

parallele d cette droite, et on 
n'enpeut mener qxCune, 

Du point 0, pris hors de la 
droile AB (fig. 44), abaissons 
sur cette droite la perpendicu- 
laire OG; puis, par le m^me 
point, menons la droile ED 
perpendiculaire k OC. Les 
droites AB, ED sont parallWes, 
comme perpendiculaires k une 

troisieme OC. 

Nous admettrons sans demonstration que Ton ne peut 
mener par le point qu'une parallMe k AB. 

Remaroue. — Cette seconde partie du th^or^me est 
connue sous le nom de postulatum d'Euclide. 

CoROLLAiRE I. — Lorsque deux droites AB, CD, sont pa- 

A 



I 
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ralUles, toute droite AE qui rmcontre l'une, rencontr$ 
aussi la seconde (fig. 45). 7 

Car autreraent, on pourrait 
mener par le point A deux 
parallfeles k CD, savoir AB et 
AB, ce qui est impossihlb. -; 

CoROLLAmElI.— Deuxdroi' 

tu X, Y, paralUles & une 

trotsUme Z, sont paralliles " fio. 46. 

entre elles (fig. 46). 

Cap si elles se rencontraient, on pourrait, par leur point 
dlntersection, mener deux parall^les b. la droite Z, '.e qui 

•8t impossibie* 




34 PARALLELES. 

39. — Theoreme III. — Denx paralldles forment avei 
une s^cante: 1° Des anglos alternes internes 6gaux ; 2** De% 
angles alternes externes 6gaux f 3" Des angles carrespan" 
dants igaux; 4° Des angles intrrnes d^un mSme c6U de la 

s^cante^ suppl4mentaires ; b^Des 
angles externes (Tun m^me c6t6 
ile la s6cante, suppUmentaires, 
Soienl deux parall6les X, Y, 
coupees en A et B. par la 
96cante Z (fig. 47). Menoospar 
le point B une droite Y' lelle 
que les angles int^rieurs d'un ; 
m^me c6t6 de la secante XAB, | 
YBA, soient supplementaires: .. 
Y' est parall^ie a X (th6or. I), \ 
Fia. 47. donc elle se eonfond avec Y, 

puisque par le point B on ne 

peut mener qu'une parall^le a X» savoir Y par hypothese. 

Donc les angles BAX, ABY sont supplementaires, et nous 

savo }s (n° 37) quetout le reste de la proposition sVensuit. 

Remarque. ~ Ce tMorbme est reciproque du theor^me I. 



\ 



-^Y 



m 
■ 



40. — Theoreine IV. — Lorsque detlx droites sont j 

paralldles, toiite perpendi- 

cnlaire a Vune est perpen- \ 

^ l^dimlaire a Vautre. \ 

i 



En effet, rencontrant la 
premiere, elle rencontre 
Fautre (n» 38, coroUaire I), 

_B y^^^ faisant avec les deux 

aes angles correspondants 
fi^Mux (theor. III). L'un de 
ces correspondanls est droit par hypothese, doncilen est 
de m4me de raulre. 

41. — Theoreme V. — Lorsr/uc deux droites se cou- 
pmt, leurs perpendiciilmres se covpent. 
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Soient Y et Y' des perpendiculaires ^desdroiles X et X' 
I (fig. 49), qui se coupent. Si Y et Y' etaient parallMes, J^ 
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perpendicislaire k Y, le serait aussi k la parall^le Y' ; done 
X et X' seraient parali^les, ce qui est contre rhypoth^se. 

42. — Tli6oreme VI. — Deux angles quiont leurs cdt^s 
pwallhles sont ^ganx ou suppUmentaires, 
Prbmier cas: Les angles YOX, YO'X' {f\^. 50), ont 




leurb c6t^s dirig^s dans ie m^me sens ; je dis quMls sont 
6gaux. En eflfet, les angles 1 et 6 sont ^gaux comme cor- 
respondants par rapportaux parallMes Y, Y', coup^es par 
la s6canle X ; 6 et 5 sont 6gaux comme correspondants 
par rapport aux paralleles X, X', coup6es par la secante Y'. 
Donc les angles 1 et 5 sont 6gaux. 

Deuxieme cas : Les angles (3 et 5) ont leurs c6t6s dirig^s en 
sens contraire ; ils sontencore 6gaux. CarTangle 3est6gal 
h i -. son oppos6 par le sommet, et, par suite, k 5 ,^gal de 1 . 

TROisiEttS gas : L&» angles (4 et 5) ont deux c6tes diri/j^p 
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dans le meme sens, deux diriges en seiis contraire ; je disJ 
qu'ils sont suppl^mentaires. En effet, 4 est le supplementl 
de 1, et, pap suite, de son 6gal 5. 

42 ^15. — Th6opeme VII. — Deux angles qtii ont \ 
lcurs cdtes respectivement perpendiculaires sont igaxix ouy 

supplSmentaires. * 

Premiercas : Lesdeux angles ABC, DEF(fig. 51),sontaigus. i 

A 

G 





H B 

Fio. 51. 

ED est suppos^ perpendiculaire k BA, et EF k BC. Je 
m^ne, par le point E, les deux droites EG, EH, respecti- 
vement parall^les k BA, BC, et de meme sens : elies sonl 
en m^me temps perpendiculaires aux deux. drdites ED, 
EF (theor. IV). Les angles 1 et 3 sont egaux, commeayant 
leurs c6tes paralleles et de m^me sens. Mais 2 et 3 sont 
egaux puisqu^en ajoutant k V\in ou lautre le m^me angle 
FEG, on forme un angle droit DEGou FEH. Donc, lesan- 
gles i et 2 sont ^gaux. 

Deuxieme ca^ : Les deux angles (i et 2) sont obtos 
ffig. 51 bis)- 



\ 
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Je prolonge un c6te de chacun d'eux au del^ du som- 
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net. Les angles 3 et 4, suppl^ments des premiers, sont 
ligus, et par suite ^gaux, d'apr^s le premier cas. Donc, 
leurs supplements 1 et 2 le sont aussi. 

Troisibme cas : Les angles (1 et 4) sont Tun obtus, Tautre 
ligu. 

1 etant le supplement de 3, Test aussi de 4, ^gal de 3. 



Somme des angles d'iiii triangle, d'iin 

polygone. 



43. — Th^or^ine VIII. — La somme des angles d*tm 
ftiangle eit igale d deux angles droits. 
Soit un triangle ABG (fig. 53). Tragons le prolongemen* 
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de BC, et menons CE parall^le k BA. Les angles 1 et 1 ' 
it €ga.ux comme altemes intemes par rapport aux paral- 
les BAy CE, coup^s par la s^cante AC; 2 et 2' le sont 
issi, comme correspondants par rapport aux m^itfes pa- 
lieles coupees par la secante BD. Or, ies troti angles 3, 
\ 2', onl pour somme deux droits (coroll. II, n'' 12). 
mc, il en est de m6me des trois angles 1, 2, 3, du 

riangle. 

PoRCHOH. — OAoin^trie plane. 3 



3$ 



CoRQUJUSB I. — Si deur ^iamgits emi itmae i 
egaux ckaetm i ciMom, k Itimmm «nf le fU oMsi 

CoROLLAiBE 11. — Tout omqle erlerieHr d^un tria 
fft igal a la somme de^ deux an^/iei inferieurs qui ne l 
$ont pai adjacents. 

Noas venons de voir, en effe!, que l'angle ACD est 
somrne de deux angles i'el i\ egaux respectivement a 
deux angles i et 2 du trianglej|ui ne lui sont pas adjacen 

CoROLLAiRE III. — Un triongle ne peut aroir qu^un s 
angle droit ou e^hns. 

CoROLLAiRE IV. — Dan$ tout triangle rectangky les 
angles aigus sont complHnentaires. 

CoROLLAUtE V. — Cbaque angte d*um triangle 4q 
t&ral est igal aux doux tiersdun angiedroiL 

En effet, un triangle equiiateial etuU eiyiiaaglev.chacai 
de ses angles vaut le tiers deleur sonune. 

44. — D^finitioii. — Vn poltgone est une portion d 

plan termin^e par des lignes droites (fig. 53). 
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Ces lignes droltes g'appellent les c6t6s du polYg^aie^ 
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Qft palj^gaDe^ esi GOii.vEXB q.uaQ(i il esA touli «ntier d'uii 
m^me odt^i derchacuBie de&droiles^ qui le tejcminent : tel est 
le polygQne ABCD£. U est concaye dans. le cas contiaire : 
ainsi le polygone A'B'G'D'E'F' est concave puisqu*ii a une 
povtiD]» S» cteBqu» c6te de. k droite' B^G pBQhmgAa. 

Un poiygone de trois c6tes s'appelle triangle; de quatre 
c6tes, QUADRiLATfiRE ; dc cin(|c6tes, pentagone; de six c6tes, 
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hexagone (JEig. 54); da dix c6tes, decagone; de douze c6t^s,. 
dod6cagone; de quinze c6tes, pentedecagone. 

Bne diagonale d*un polygone est une droite qui joint 
deux sommets non cons^cutifs. Telles sont AC, AD, AE, AF 
IBg. 55). 




ilr fois deux 



Soillapolyj 



Ir p^ h i f w m m dg eMi, 
ABCMFe 'fi^. SS). Decoinpoaoii»-le en 
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triangies au moyeD de diapmales issoes da point A. Le 
noiDbire de ces triangles est infimeor de deox au nombre 
des cdtes da polygcme : car chaqne triangle a on c^ com- 
mun avec le polygone, a l^xception dn |Nremier et du der- 
niertriangte ABC, AGF, qui en ont deox. De plas, la somme 
des angles des triangies est egale a la somme des angles du 
poiygone. Or, la somme des angles de chaqoe triangte est 
egale a deux angles droits. Donc, la somme des angles de 
tous les triangleSy oa celle des angles da poiygone, est 
egale a autant de fois denx droits qoe le polygone a de 
c6teSy moins deux. 

FoRMCLE. — Designons par n le nomlnre des c6tte du po- 
lygone. La somme de ses angles se represente par 



oa 



(n — 2)X2, 
in — 4 angles droits. 
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AG. — Thcoreinc X. — Si Von prolonge davs le 
meme sens t(ms les c6Us d'un polygone convexe, la somme 
des angles exterieurs ainsi form^s, est igale d quatre 
augles droits. 

Soit le polygone ABCDEFG (fig. 56), ell, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 
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les angles exterieurs. Par un point quelconque 0, menons 
des droites paralieles aux c6tes et dirigees dans le m^me 
sens que les prolongements. 
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Les angles i, 2, 3, etc., sont respectivement ^gauxaux 
Migles alnsi fonnes, 1', 2'., 3', etc. Bonc, leur samnie vaat 
fpiatve angies droits (cofoU. Uk, n^ 12). 

Remarque. — En ajoulant la sonime des angleft i&te- 
rieurs, 2 n — 4 droits, ^t celle ^es angles exterianrs^ droits, 
on obtient 2 n droits. Cest ce qu'on pouvait prevoir : car 
la somme de Tangle interieur etde Tangle exterieur, formes 
a chacun des n sommcls, vaut 2 droits, ce qui fait en tout 
2n droils. 

Du parall^logramine. 

47. ^ D^finitions. — Un parallelogramme est un qua- 
drilatere dont les c6t6s oppos^s sont paralleles. 

Un RECTANGLE est un paralUlogramme dont les angies 
sont droits. 
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Un LOSANGE est un quadrilatere dont les quatre cdt^s 

mit egaux, 
Un CAmt estuurectangle dont les gmtrecdt4s smt4gaux» 
Un XRAPEZE^&^ un .^uadrilatere dont deux cdtes saiaifia' 

ralleles. 
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18. — 'Hiie weme "XI. — L>nns iotet parallelogramme, 

ks cdtes ajfpos^ ^ent^auw, amsi que les angles opposis. 

Soil le parallelagramm« ABCD (fig. 58). 

4*» Menoffs 'la diaganak 'BD. Les deux triangles ABD, 'QBD 

«oftt-egffux, paiwe cfu^ils ont un c6t^ ^egal adjacent a deux 

wgtesegauxchacun a chaeun,savoir:'le cMe BDcommun, 

les angles 1 et 4' 

A 3 egaux comme afl- 

ternes internes par 
rappcrft aux paral- 
leies AB, DC coa- 
pees par la s^cante 
BD; les angles 2 
et 2' 6gaux par une 
Taison senVblable. 
Donc, les ccftes AD, 
BC de ces triangles, opposes aux angles egaux 1 et 1', -sont 
t%myi\ il en estde meme.des c6tes AB, DC. 

2° Quant aux angles opposes, comme A et C, ou ABC «t 
ADC, ils sont egaux comme ayant lleurs c6tes paralleles et 
diriges en sens contraire (th6or. VT). / 

CoROLLAiRE T. — Des portions de parallMes A©, "BC, 
emprismentre deuw^araUeles AB, #0 (fig. bS),saift ^gaies» 

GOROLLAIRE ^Pf. 

— ^eax pwralUles 
mt partout iga- 
\ment distm^es. 

Car si on leur 
mene deux per- 
pendico}a'ires oom- 
miines A ® , BC 
•(%. 5^), 'CBl^es-oi 
Mwit^gales O0i»r»e 
pOTti«»s dfe paraWe^ks comprisTes entre deux paralleles. 

419. — Tb^M«taie %M, — R&aiproquement, un qun- 
f^Umere est mn fmn»li^ogrammt sHl a ses cdt^s oppo^es 
^miie,m m ,nnfks wpfmSs ^gmx. 
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1' Soit ie quadrilat^re ABCD (fig. 58), dont les c6te 
opposes sont egaux, savoir : AB = DC, AD = BC. Meno 
ladiagonale BD. Les triangles ABD, CDB sont egaux comm 
ayant leurs trois c6t6s 6gaux chacun a chacun. Donc, les 
angles 1 et 1', opposes aux c6tes 6gaux AD, BC, sont egaux, 
et comme ils sont alternes internes par rapport aux droites 
AB, DC coup^es par la secante BD, ces droites sont paral-' 
161es (theor. I). II en est de meme, par une raison 
semblable, des droites^AB, DC. 

2" Soit le quadrilatere ABCD (fig. 60), dont les angles op-, 
poses sont 6gaux, savoir : A = C, B = D. La somme des 
angles du quadrilat^re vaut autant de fois deux angles droits 
qu'il y a de c6tes, moins deux (th^or. IX), ce qui fait 
i angles droits. A cause de 
Tegalit^ des angles oppo- 
s^s, le double de Tangle A, 
plus le double de Fangle D, 
vaut donc 4 droits, et en 
prenant la moiti(^ de celte 
somme, Tangle A, plus 
Tangle D, vaut 2 droits. 
Les droites AB, DC, for- 
mant avec la secante AD deux angles interieurs, d'uo 
m^me c6te de la secante, suppl^mentaires, sont donc pa- 
ralleles (theor. I). On ddmontrerait de meme que les 
droites AD, BC sont parallMes. 

CoROLLAiRE. — Tout losange e$t un paralUlogramme, 

Car ses cotes opposes sont egaux. 

50. — Theor^me \m. — Un quadrilatere est un 
paralldlogramme s'il a deux cdtis ^gaux et paralleles, 

Soit le quadrilatere ABCD (fi^. 58), dans lequel les c6t^s 
AB, DC sont ^gaux et paralleles. Menons la diagonale BD : 
les triangles ABD, CDB sont egaux, puisqu ils ont un angle 
6gal compris entre c6tes egaux chacun k chacun, savoir : les 
angles 1 et 1' egaux comme alternes internes par rapport aux 
paralleles AB, DC, coup6es par la secante BD, le c6t6 BD 
commun, et les c6t^s AB, DC ^gaux par hypoth^se. Donc 
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W 

■Jes aogles 2 et 2', opposes aux c6tes 6gaux AB, DG, sont 
I egaux; etcommeils soot alterneslDternespar rapport aux 
W droites Al), BC, cohp^es par la s^cante DB, ces droites 
sont parallMes (th^or. I), ce qu*il fallait d^montrer. 

51. — Th^oreme XIV. — Les diagonales d*un paraU 
Ulogramme se coupentenparties ^gales, et rHiproquement 
tout quadrilaUre dont les diagonales se coupent en parties 
^gales est un paralUlogramme. 

! 1« Soit le parall^logramme ABCD (fig. 61), le point de 
I rencontre de ses diagonales. Les triangles OAB, OCD sont 

6gauxpuisqu'iisont 

un c6te 6gal adja- 

cent k deux angles 

^gauxchacunacha- 

cun, savoir : Jes 

c6t6s AB, DC egaux 

comrae c6tes oppo- 

ses d'un parallelo- 

gramme;lesangles 

1 et \' ^gaux comme alternes internes par rapport aux 

droites AB, DC coup6es par la s6cante AC, les angles 2 et 2' 

egaux par une raison semblable. Donc les c6tes de ccs 

triangles oppos^s aux angles 6gaux sont ^gaux, c'esl-a-dire 

queOA = OC, OB=:OD. 

2" Soit le quadrilatfere ABCD dont les diagonales se cou- 
pent en parties ^gales. Les triangles OAB, OCD sont ^gaux 
comme ayantun anglc^gal compris entre deux c6t^s egaux 
chaeun a chacun, savoir : les angles AOB, COD 6gaux 
comme oppos^s par fe sommet, les c6t6s OA et OC, OB et 
OD 6gaux par hypothese. Donclesangles oppos^s aux c6t^s 
egaux, 1 et 1', sont ^gaux; et comme ils sont alternes in- 
ternes par rapport aux droites AB, DC, coup^es par la s6- 
cante AC, ces droiles sont parall^les. On d^montre de 
m4me le parall^lisme des droites AD, BC; ainsi le quadri- 
iat^re est un paraI161ogramme. 

52. — Th6or^me XV. — Les diagonales d'un rec* 

3. 
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tangle soni ^galeSy et r4cipraquemmt tout parcUMogramme 
dont les diagonales sont ^galee est un recta/ngie. 

1° Soit le rectangle ABGD (fig. 62). Les triangles ADC,BC1) 
sont egaux comme a>yant un angle egal, savoir ran^te 
droit, compris entre c6t6s 6gaux chacun k chacun. Donc 
les troisiemes c6t6s AC, BD sont egaux, ce qu'il faTlait d6- 
montrer. 

2° Soit le parall6logramnie ABCD dont les diagonales sont 
6gales. Les iriangles ADC, 6CD sont egaux comme ayant 
leurs trois c6t6s 6gaux cha- 
cun a chacun, savoir : DC 
commun, AC et BD ^gaux 
par hypoth^se, AD et BC 
^ganx comme c6tes oppos^s 
d'un parallelogramme. Donc 
ies angles ADC, BGD, oppo- 
ses k des c6t6s ^gaux dans 
ces Iriangles egaux, sont 
6gattx. Mais ils sont suppl^mentaires, comme inl6rieiirs 
d'un meme c6t6 de la secante par rapport aux paralleles 
AD, BG, ooup6es par la s6cante DC, et il s'ensuit qu'ils soDt 
droits. Le parall^logramme est donc un rectangle. 

CoROLLAiRE. — Dans tout triangle rectanglej le milieu 

^ de Vhypdl^nust e&t a 
egale distance des 
trois sonmets. 

Soit le Xriangle oreo- 
tangle BAC (fi^. 63). 
Formoiifi ^la F^otangle 
AACD; Le(poinjtx0 ou 
C se ooupent ses diago- 
uales xesi le.milku de 
chaque di^gonala, etcoaamje celles-ci sont ^gales, il efl 
r6sulte OB = OC = OA, ce (|u'il fallait ddinoatFeK. 

53. — Thcor^me XVI. — Les diagonales d'un lo- 
sange se coupent d angle droit, et riciproqmment toutpa- 
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rallilegmmme dmt les diagonales sont rectangulaires est 

un lomngt. 
l** Sait le ksangfi ABCB {^\%, 64), le point de rencontre 

dee diagonales. Le triangle ABG 
•etan* iscw^le, la droite BO, qui 
joimt ]e «ainmet au miHeu de la 
hm% &sX (penpeiidLCttlalre a la base 
(co*q11. l^ n* 18), ce qull fallait 
demontrer. 

2° Soit le j)aj;allelogram.rae ABCD 
dont les dia^goiiales se coupant eu 
a an^e dr®it. Les triangles BOA, 
BOC ont un angle egal en 0, com- 
pris eatre cd^ti^s 6gaux chacun a 
chacun, savoir OB commun, et 
OA = QC (tii.XIY).Donclestroi. 
si^mes c6tes BA, BC senl egaux., 
ei le pajallelogramme est an Jo- 
sanga, ce quUI failaii idemonlrer.. 
CoROLLAiRE. — Les diagonaks 

du carr6 sont egaleSy se cowpeni m .parties ^gaks ei d 

angle droit, 
Cela r^sulte de ce que le carre est un rectan^e, un pardi- 

lelogramme et un losange. 

De la sym6trie. 

54 — DelliftiiiMa. — Deux points A, A' sam 

SYMETRiQUES par rappoH 4 m» poimi (fig. 65) fntmid 
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•ee peint est ie milieu de la droHe qui les joiwt. 
j^wr pomts A, A' sont ^ym^triques par rapport a rcne 
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droite xy, quandcelte droile est perpendiculaire a la droite 
AA^ (fig. 66) et la partage en deux parties egales. 

Deux figures ABCDE, A'B'C'D'E' sont sym^triques par 
rapport a tin point ou par rapport d une droite xj 
(fig. 65 et 66) quand leurs points sont symMriques deugc d 
deux par rapport d ce point ou d cette droite. 

Deux figures sym6triques par rapporl k un point ou a 
une droite sont superposables. 

En effet, dans le premier cas, si ron fait tourner la figure 
ABCDE autourdu point (fig.'65) deitianiere que ia droite 
OA d^crive deux angles 
droits, celle-ci viendra se x- 

placer dans la direction op- 
pos6e OA'; et comme eile 
est egaie a OA', le point A 
tombera en A'. Mais chacune 
des droites OB, OC, elc, 
aura tourne aussi de deux 
angles droits, et les points 
B, C, etc, se superposeront 
respectivement aux points 
B', C, etc 

Dans le second cas, si Ton 
rabat la figure ABCDE au- 
tour de la droite xy de ma- 
niere que chacun de ses points vienne se placer dans la 
partie du plan qui est de l'autre cote de cetle droile, les 
points A, B, C... se superposent encore a A', B', C, etc. 

II en r^sulte, en particulier, que la figure sym^trique 
d'une portion de droile ABest, dans lesdeux cas, une portion 
de droite ^gale A'B' (fig. 67 a et b). 

La figure sym^trique d'une droite par rapport a un poinl 
est une droite parallele et de sens contraire. En effet, consi 
d6rons deux points quelconques A etB (fig. 67 b) d'une droile 
xy et leurs symetriques A' et B' par rapport au point 0. Le 
quadrilat^re ABA'B' est un parall^logramme, puisque ses 
diagonales se coupent en parlies egales. Ainsi la droite xy 



Er- 



Di 



-*E' 



-^D' 



y 



FiG. 06. 



DE LA SYMfiTRIE. 



49 



et sa syra6trique x'y' sonl parall^les et dirig^es en sen^ 
«ontraires. 

Unefigure est dite symHrique par rapport d un point ou 
aune droite lorsque ses points sont symetriques deux d 
deux par rapport d ce point ou d cette di^oite, Le point, 
^lans le preraier cas, est dit centre de symetrie, la droite, 
dans le second, axe de symetrie de ia figure. 

La figure s'applique sur elle-m6me, dans le premier cas, 
si on la fait tourner de deux angles droits autour du cenlre 
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de symitrie; dans le second, si on la^fait tourner autour 
de l'axe de maniere que la portion du plan qui est d'un 
c6t6 se rabatie sur celle qui est de Tautre. 

Par exemple tout parall^ogramme(fig.61)est sym^trique 
par rapport au point de rencontre des diagonales. Tout 
losange (fig. 64) est, de plus, symetrique par rappart k cha- 
cane de ses diagonales. 



Exercices sur le Livre I. 

TH^OREMES A DEUONTRER. 

i. Les bissectrices*de deux angles adjacents form^s par deux droitei 
qui se coupent, sont perpendiculaires Tune sur Tautre. — Reciproque- 
inent, si les bissectrices de deux angles adjacents sont perpendiculaires 
Vune sur Tautre, les cdt^s non communs de ces angles sont en ligne 
droile. 
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^. ianqait qiMtffe droitfls isBnes d^iin mdme point fonnent des wagim] 
oppos^s par le sommet, ^gaux, elles sont deux i deux dans le proloiigB- 
ment Tune de Tautre. (R^iproque du thto^me n* 16.) 

3. Lorsque deuK droites se coupeni, lcs bissectriees des «ngles oppos^ 
par le sommet gont daos le proLonfement rane de rantre. — Ricipro- 
quement, si les bissectrices de qiiatre angles fonn^s autour d'un poiat 
sont deux k deux dans le prolongement Tune de Tautre, les fi6iiB de cef 
angles sont aussi deHX k denx dai» 1e pn^ngement f un de Fautre. 

4. G designant le milieu d'une longucur AB portde sur une droiie, st 
H rni point de la droite, MG est la demi-somme ou la demi-diffi§rence dei 
deux distances MA, MB, suivant que le point M est ext^rieur ou int&iear 
au segment de droite AB. 

5. 00 (I^signant la bissectrice d'un angle AOB, et OM une droite issue 
du sommct de cet angle, Tangle MOG est la demi-somme ou la demi- 
diif<§renoe des d<;ux angles MOA, MOB, suivant que la droite OM est ext^- 
rieure ou int^rieure k Tangle AOB. 

6. Le p^rimetre d*un polygone convexe est fAw» petit que toate ligne 
brisee ferm^e qui renveloppe. 

7. Si Ton porte sur un cdt^ d*un angle, A partir dii sommet 0, deux 
longueurs quelconques OA, OB, sur rautre cdt6 deux longueurs OA',0B' 
^ales aux premi^res, et qu'on m^ne les droites AB', BA', elles se cou- 
pent sur la bisseotrice de Tangle. 

.& JSi ron }ami par des droites les trais «onmets d*un trianffle a un 
point int^rieur, la somme de ces droites «st plus petiteque lep^diDte 
du trianglc, et plus grande que la moiti^ du p^rim&tre. 

9. La droite 9>ui joiot an sQmmet dHin triangle :au fDlIieu dii 6dt6 
oppos6 est plus petite que la demi-somme 4m deux aotfles cdt^ 
tft plus grande que leur demi-difTereace. 

10. La droite joignant un sommet d'un triaDgHe a ua poliit qoelcoDqia 
pris sur le cdt6 oppos^, est plus grande que la moiti^ de r«Kc^s de la 
somme des deux autres cdt^s sur le pcemier. 

11. La somme des m^dianes d'un triangle est plus petite que le p^ri- 
m^tre, et plus grande que la moiti6 du pirim^tre. (On s*appuiera surles 
deux th^or^mes pr6c^dents.) 

12. La plus petite m^diane d*un triangle est celle qui correspond au 
plus grand cdt6. 

18. Ihi IriaTYgie est tsocQle : i* Si une miidiane est .peqiendiciilaige au 
edt^ (|ii'e^ p.frtage en deiix parties egales; 

9» Si la bissectrice d*un angle est pcrpendiculaire au c6\A oppose, 
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3« Si ia iHflieeUicie d!un aqgle pawe {Mff le miUeu*dii eAt^ oppoi^; 
4* Si deux sommets sont k ^gale distance des cdt^s oppos^. 

H, Les 'bisseetrices des ans^es Sgaux d*un triangle iaoc^le tont 
igales. 

15. *£taift donn^ un triangle, si Ton m&ne par ehaqnie aoounet une .pa^ 
rall^le au eOt^ oppos^, le triangle form^ par ces trois droites est ^ua* 
druple du premier et.les milieux de «ee a4t4i sont ks aommeis du pre- 
mier. 

16. Xes bisaectrices des troir angles int^rieurs d*un iriangle passent 
par un mdme potrU. 

17. Les biasectrices .de deux anglea ext^ioeunB d'iin trkngle, et de 
Tangle int^rieur non acyaeenitr |MUwent par un indme point 

18. La parali6Ie menee a ui: cdt^ d*un triangle par le milieu d'un .tMi6y 
passe par le miiieu du troisi^me c6t6, et sa longueur est moiti6 du cdt^ 
auqiiel elle est paralUle. 

19. Les tpois 'flaedianeft 4'im triangle .paeieot par un mdme poiot, situi 
aa tiers de cbacune d*elles k partir du cdt^ oppos^. 

iO. Les milieux des -tfftMs d'un quadrilaKre queiconque sont les som- 
mets d*un parall^logramme. Dans quel cas ce parull^logramme est-il un 
losange, un rectanglet .uo«aacr^:? 

21. Si Ton prend un point dans rintMur «ta triangle ABG, r«0gle 
A9G est plus grand que Tangle ABC. 

22. Si pnr le poiat .de fottcontre des bisseetrioes idee angles d'an 
triangle on m^ne une parallMe k un des cdtds, cette -droite est ^gale k la 
tsmine des s egments -interceptAB sur les deux atttres cdt^s entre les deux 
paraUMes. 

23. Lorsque deux angies ont ieurs cdt6s parallMea» leurs bissectriees 
NHtipavalifekw ou foelangidftires^^tpe elles aairant que ees angles iont 
^ux ou suppl^mentaires. 

4i. i«nM]ue deux anglee ont leaf» «dtte veipeetivement rectangiilaipes, 
leurs bissectrices sont parall&Ies ou rectangulaires entre elles, suivant 
lae-^eei 'an^oo 'fottt euppltaientaires ou> dgaux. 

25. fitantdonnd un quadrilaii^re»,ai l^ofim^neaparsohaqueeomniBt une 
parall^le ii la diagonale qui ne passe pas par ce sommet, on forme un 
quadrihit^re dont la suffaee esl doub4c dc eeHe dupremier. — Bn d^duire 
fn deux quadrilat^res'dont lesidiagonaleB sent ^gales chaeune 4 cbaouno 
•t'ie coupent soua lo raftBio angie, out des suriaees ^ui^alentes. 

26. Si Ton prend un point quelconque sur ia base d*un triangle iso» 
ctte, la somme de ses distances aux deux autres c6t6s est consiante. — - 
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Gomment r^Lonc6' doit-il dtrc modifi^ lorsque le point est pris surle 
prolongement de la base? 

27. Si Ton prend un point quelconque k rint^rieur d'un triangle ^ui- 
lateral, la somme de ses distances aux trois cdt^s est constante. 

28. Les bissectrices des angles d*un quadrilat^re quelconque forment 
ttn quadriiat^re dont les angles oppos^ sont suppl^mentaires. 

29. Les bissectriccs des angles int^rieurs d*un parali^iogramme formenl 
un rectangle dont les diagonales soat parall^les aux cdtes du parail^o- 
gramme, et dgales k la diiference entre ees cdt^s. — Les bisseetriccs det 
angles ext6rieurs jouissent-elles d*une propri^t^ analogue? 

30. Si par le point de rencontre des diagonales d*un paralI61ogramiiie 
(point appel^ cenlre du parall^logramme) on m&ne une droite quelconque, 
elle partage le parall^logramme en deux portions ^gales. La portion de 
cette droile comprise entre deux cdt^ opposds du parall^logranune a 
pour milieu le centre du paralleiogramme. 

31. Si l'on porte sur les cdt^s d*un carr6 ABGD, dans le mSme sensy 
quatre lon^ueurs ^gales AA', BBS GG^ DD', les points A', B', C\ D', sont 
ies sommets d'un carrd. Les deux carris ont le mdme centre. 

32. Si rhypotonuse d*un triangle rectangle est double d'un des cdt^ 
de Tangle droitt Tun des angles aigus est double de Tautre et r^cipro- 
^uement. 

PRABLtMES R UIUX GtOHtTnQUIt. 



33. Par les extr^mit^s d*une droite AB, on mfene deux droites AM, _, 
eoupnnt la droite AB sous un m6me angle quelconquc : trouver le lieo 
g^om^trique du point de rencontre M de ces droites. 

3i. Dans un triangle isoc^le ABG, on m&ne une parall^le quelconqne DE 
^ BC, et Ton trace les droites DG, BE : quel est le lieu g^om^trique de 
leur point de rencontre? 

35. Lieu g^om^trique des milleux des droites men^es d'un point iixe & 
tine droite fixe. 

36. Lieu g^om^trique des points ^quidistants de deux parall^les donn^ 

37. On coupe deux parallMes par une s6cante quelconque, et Von m^ne 
les bissectrices de deux angles int^rieurs d'un m6me cdt^ de la s^cante * 
-lieu du point d*intersection de ces bissectrices. 

38. £tant donn^s deux points A et B d'un mdme cdt^ d*une droite XY, 
4rouver sur cette droite un point M tel que les droitcs MA, MB, fasseat 
des angles ^gaux avec XY. Prouver que le point ainsi ddtermin^ est celui 
de la droite XY pour lequel la somme des deux longueurs MA, MB, est 
1a plus petite. 
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ft 39. £tant donn^s deux points A et B de part et d^autra d*une droite Vt. 
f trouver sur cetle droite le point M tel que la difTgrence des deux dio- 
tances MA, MB, est aussi grande que possible. 

40. Dans un triangle isoc^le, ranj|;le du somoiet vaut 78*; calculer 
i'un des autres angles. 

41. Dans un triangle isoc&le, ehaeun des angles ^auz Yaut 18*; cal- 
euler le troisi^me angle. 

42. Dans un triangle ABG dont Tangle A vaut 92*, calculer i*angle qut 
forment les bissectrices des angles int6rieurs B etC; puis celui quc for- 
menl les bissectrices des angles ext^ricurs en B et G. — Donner une 
formule pour r6soudre oette qnestion en g6n6ral, quelle que soit la valeur 
de Tangle A. 

43. Dans un triangle ABC dans lequel Fangle B vaut 64* et Tangle G 
J5*, on mfene la bissectrice BD de Tangle B : calculer chacun des angles 
BDC, BDA. — Donner une formule pour r^soudre cettc question en gd» 
nkBl, quels que soient les angles donn^s B et G. 

44. Dans un triangle rectangle, Tan des angles aigua vaut les * de 
f rtntre : trouver les devx angles tigns 

45. Dans un triangle rectangle, l*un des angles aigus surpasse Tautre 
de I d*anglc droit : Irouver Tautre. 

46. Dans un triangle ABC dont rangle B vaut 38* et Tangle C 30*, 
ealculer raiigle form^ par la bissectrice de Tangle A et la perpendiculaire 
abaiss^e du point A sur le cd(6 oppos^. — G^n^raliser la question. 

47. Un polygone convexe de 15 cdt^s a tous ses angles ^aux : calculer 
fun des angles int^rieurs. 

48. La somme des angles int^rieurs d*un polygone convese vaat 
10 angles droits : combien a-t-il de cdt^s? 

49. Trouver le nombre des diagonalea d^nn polygone de n cdt^s. 
50» Un polygone a 170 diagonales : Gombien a-t-il de cdids ? 

51. Qucl doit dlrc Tangle A d'un triangle ABC pour qup la m^diane 
issuc du point A soit ^gale, sup^rieure ou inferieure k la moitie du cdt6 
oppos^? 

52. £tantdonn6 un point D sur le cdt^ BC d'un Iriangle ABC, trouver 
vn point E sur AB et un point F sur AG tel que le p^rim^tre da triangle 
I^EF soit miDimum, 
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CHAPITTIE PREMIER 



NOTIONS PRELIMINASaB 



"NDtions pr6iiiniiiaires. 

55. — La ciRODWPEHENCE «^f «^^ Hgne ferm^e, trac^e 
*»f «w flan, et 4oiift tews les pmnts sont d la 'nt&me dns- 
tance d'un point du plm <afpeU centre. 

Le CERCLE est la portion 
duplan termin^epar la cir- 
conf^rence. 

Vn RAYON est une droite 
^ui joint le eentre a un point 
de la circonf&renoe. 

Tous les rayons sont egaux, 
pardefinilion. 

Un DI4METRE estuncdroite 
(juijoint deux points de la 
circonference enpassantpar 
lecentre, 

Dn diametre est donc daa- Pio. 68. 

ble d'un ravon. 

'V>H *RC e$t %m portim de *ha circonf^rence. 
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LE CERCLE. 



La droite quijoifU les deux extr^mitSs d'un arc s'ap\ 
la GORDE de Varc. 

Vn SECTEUR circulaire 
la portion de plan termii 
par un arc et deux rayo\ 
(fig. 69). 

Vn SEGMENT circulaire 
la portion de cercle compru 
entre un arc et sa corde. 

Vne circonf&rence ne 
itre rencontr^e parune dro\ 
en plus de deux points. 
les droites men^es du centi 
aux points dlntersection di 
cercle et de la droite sont egal( 
comme rayons, et d'un poin( 
k une droite on ne peut mener que deux obliques egales. 

^6. — Th^or^me 1. — Tout diamitre partage la c%\ 
conf^rence et le cercle en deux parties ^gales. 

Plions, en effet, le cercle ABCD autour du diam^tre 
(fig. 70), et rabattons la portion ACB sur la portion ADB 
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elles coincideront entiferement, sans quoi il y aurait des 
points de la circonference in^galement distaiits du centre 0. 
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I mAMETRE. 

k 57. — Th^or^me 11. — Le diamdtre est laplus grande 
\orde du cercle. 
Soit une corde AB qui 
passe pas par le centre 
fig. 71). La droite AB est 
ilus petite que la somme 
deux rayons AO, OB, 
)U, ce qui revieut au 
i^me, que le diam^tre 
|kC. 



i 
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58. — Th^oreme 111. — Par trois points non en ligne 

Eroite on peut toujours faire passer une circonf^rence, et 
n n*en peut faire passer qu*une, 
Soient A, B, C, trois points non en ligne droite (tig. 72). 
[enons les droites BA, 
BC, et, par le milieu de ^ 

chacuned'elies, menons- 
leurles perpendiculaires 
VO et EO. Ces perpendi- ^-^^ 
eulaires se coupent en 
lun point (th^or. V, 
n* 41), et ce point est k 
L^gale distance d^abord 
des points A et B, et en- 
suite des points B et C 
(th^or. III, n' 30). II est 
' donc a egale distance des 
Irois points A, B, C, et 
si, du point comme 
centre, avec OA comme 
rayon, on decrit une circonf(6rence, elle passe par ces trois 
points. 
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1 

D^ailleurs tout autre poinl que le pomb O seraiefl dehocs | 
de Tune des perpendiculaires DO, EO, et, par eoiis«(]ui»it).| 
ne sera pas a ^gale distance des ir(m poifit» dofines. Un^y ' 
a donc qu'une circonference satisfaisant ftla qaestion. 
CoROLLAiRE I. — Lc point 0, ^taiU!: k egde disAance des 

deux pmis-A et C, a^Mpairtient 
k la perpendiculaiise ekvee & 
la droite AC par son; milieu f 
(fig. 7%.. Drau ee poincipe:. 
Lesperpendiculaires^levieti 
aux trois c6Us d*un triangle 
par leurs milieux passent 
par un mime point, qui est 
le centre du cercle circon- 
scrit. (Un cercle est dit cir- 
conscrit k un polygone lojs- 
qu'il pasfie pa£ k)us ies 
SQmmets de celui-ci.). 
CoROLLAiRE II. — Deux oi^con^f6rmpa& m pmvaMt aimr 
plm de deux paints conmuna. 

D^finitions. — Deux circonferences^ qui ont deuai 
points communs sont dites secantes (%. 74)*. 

Deux circonferences qui n'ont qu^un^pikint cQmmMn^sont 
dites TANGENTES. Lc poiut commun s'appelb poiat de; 

CONTACT. 

£11 es peuvent ^tre tangentes int^rieurenben^l' (fig. 7<5).oU) 
exterieurement (&g. 76). 
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POSITIONS RELATIVES DE DEDX aRCONFERENCES 



59. — Theop^me I. — Lorsque deux circonfirences se 
coupent, la ligne des centres est perpendiculaire a la corde 
commune et la partage en deux parties ^gales, 

Soient deux circonferences qui se coupeiil, AB la corde 
commune, c'est-a-dire la droite qui joint les deux points 
d*intersection, el 0' les centres (fig. 74). Le cenlre 0, 
^tant h ^gale distance des points A et B, appartient a ia 
perpendiculaire ^lev^e k la droite AB par son milieu (theo- 
r^me III, n** 30); le centre 0' appartient a la meme perpen- 
diculaire, par la. m^me iraison. Caouiifi deux. poinls deter- 
minenl une d«olti&, la perpendiculaice ekvee k lai droite AB- 
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par son milieu n*est autre que la droite OO', ce qu'il fallait 
d^mootrer^ 



00 



POSITIONS DE DEUX GIRG0NF£R|;NGES 



CoROLLAiRE. — SupposoDs que rune des circonfereaces 
restaiit iixe, Tautre se d^place progressivement de telle 
sorte que les points d'intersection A et B se rapprochent 
Tun de l'autre, et linissent par se confondre en un seul T : les 




deux circonfi§rences deviendront alors tangentesy soit int^ 
rieurement (fig. 75),soit ext^rieurement (fig. 76). La corde 
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commune se reduit alors k un point T; et comme ia ligne 



GIRG0NF£REMGES EXT£RiEURES. 6t 

des centres passe constamment par le milieu de cette corde^ 
elle passe, dans le cas iimite, par ce point T. 

Donc, lorsque deux circonf^ences sont tangentes, la 
ligne des centrts panse par le point de contact, 

Remarque. — Deux circonferences peuvent occuper 
l'une par rapport k i'autre cinq positions. EUes peuvent 
ftre exterieures Vune d Vauire, tangentes ext&rieurementy 
i^cantesy tangentes intSrieurement, int^rieures Vune d 
tauire. ' 

Chacune de ces positions est caract^risee par une relation 
distincte entre la ligne des centres et les rayons, ainsi que 
le montrent les cinq theor^mes suivants. 

60. — Thter^me II. — Lorsque deux circonf^rences 
mt extirieures Vune d Vautre^ la ligne des centres est 
flus grande que la somme des rayons. 
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En effet, la ligne des centres 00' (fig. 77) surpasse la 
somme des rayons OA, 0'B, de la longueur AB. 

61. — ThteP^me III. — Lorsqiie deux circonf&rences 
%ont tangentes exUSrieurementy la ligne des centres est ^gale 
a la somme des rayons, 

4f 



P0S1I1O5S K DEri CIKCOXFEJIEXCES. 



Ed eflel, la lipie ies ceotres 00' passsmt par le piMnt d9 
eoDtaet T. est egale s la soouiie des ravoDS OT, O^T (fig. 76). 



62. — TMrmwmtmr ■¥. — Lsrsqwt deux circouferences 
g9mt secanUs^ i^ ligme dts etmtres e$l plm petite qme la 
SMiMf d^rs raifOii* ei plmM gramde fme lemr di§ereiice» 

En efiel, el «V elaiil les ecttlres (li^ 78), A ran (k> 
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points dMntersectioD, dans le triaDgle AOO', le c6te 00' est 
plus petit que la somme des deux autres et pius gi^nd que 
leur difference. 



63. — TW^wewmc V. — Lorsque deux circonf6renm 
sont tangentes interieurementy la ligne des centres est 
egale d la difference des rayons. 

Car la lifi^e des centres passant par )e point de contactT 
(fig. 75) est evidemment egale a la diff^rence des rayons. 

64. — Theereme VI. — Lorsque deux circonf&rences 
sont intirieures Vune d Vautre, la ligne des centres est plus 
pMite que la diff^rehce des rayons. 

Menons la ligne des centres 00' (fig. 79), et profongeons- 
la jusqu'a ce qu'elle coupe les circonKrences en B et en A. 
La ligne des centres 00' est evidemment plus petite que la 
diff6rence des rayons, qui se compose des deux longueurs 
60' et BA. 

CoROLLAiRE. — Reciproqu.ement : {^ S% ta ligne des 



CIRCONFfiRENCES SflCANTES, INTERIEURES. 



63 



^ 



eentres de deux circonf^rences est plus grande que la 
$omme des rayons, ces circonf^renees sont exterieures 
Vme d Vautre; 

2" Si la ligne des centres est Sgale d la somme des rayonSj 
les circonf^rences sont tangentes ext^rieurement ; 

3'' Si la hgne des cmtres^st plus petite que la somme des 
rayons etplus grande que leur differencCy les circonf^rences 
8ont secantes ; 

4* Si la ligne des centres est 6gale d la diff^rence des 
rayons, les circonf6rences sont tangentes int^rieurement; 




Fia. 79. 

5" Si la ligne des centres est plus pettte que la diff6rence 
iB$ rojfonsj les circonf^rences sont inP^rieures Vune d 
Pautre. 

D^9aonti*ons, pHr eicemfle^ ia premiere 4e ces r^i- 
^roque». 

Si ies drconf^ences ^tent tangentes ext^rieurement, 
ia distaBce des centres s^ait ^gale a la somme des rayons, 
ceqni est ccmtre riiypotb^se. Si elles etaient dans i'une des 
trois posttiiHis suivaateSy il s'ensatvrait de m^me une con* 
s^quenee conl^aire k 1'faypotfatee. Elies ne peuvent donc 
^lre qu'exterieures. 

On d^montre de mtoe 2% 3% 4*» et 5*. 
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CHAPITRE III 

DES GORDES, DES ARCS ET DES TANGENTES 



Cordes et arcs. 

65. — Th6op^iiic I. — Dam un m4me cercle ou dans 
des cercles igauXj deux arcs 6gaux sont sous-tendus par 
des cordes ^gales^ et si deux arcs plu^ petits qu'une demi' 
circonf^rence sont in^gaux, le plus grand est sou^-tendu 
par la plus grande corde, 

1«» Soienl deux arcs 6gaux ACB, A'C'B' (fig. 80). Faisons 
coincider le second avec le premier : les cordes, ayant 
mtoes exlr^mit^s^ coincident el sont 6gales. 




2* Soit dans un m^me cercle l'arc ACB (fig. 81) plus 
grand que l'arc A'C'B', tous deux etant plus petits qu'une 
demi-circonftrence. Prenons sur Tarc ACB une portion AC 
egale k Tarc A'B', el menons la corde AC : elle est egale a la 
corde A'B', d'apr^s 1® Formon& les triangles OAB, OAC; ils 
ont Fangle AOB plus grand que Tangle AOC, et ces angles 
sont compris enlre cdtes 6gaux chacun a cbacun, comme 
rayons d*un m^me cercle. Donc le c6t6 AB est plus grand 
que le c6t6 AC (theor. IX, n® 26), ou, en d'autres termes, la 
corde AB est plus grande que la corde A'B'. 

CoROLLAiRE. — Reciproquement : dans un m4me cercle 
ou dans des cercles ^gaux, deux cordes ^gales sous-tendent 
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I DES GORDES, ARGS ET TANGENTES. 65 

des arcs ^gaux, et de deucc cordes inigales la plus grande 

c 




sous-tend le plus grand arc, pourvu que Von considdre des 
arcs plus petits qu^une demi-circonf^rence. 

Car des deux proposi- 
tions qui forment le theo- £>< 

reme precedent, et qui 
sonl contraires Tune de 
i'autre, les propositions 
reciproques se d^uisent 
immediatement. 

66. — Thdor^me II. 

- La perpendiculaire 
abaiss^e du centre sur 
une corde partage cette 
corde, .ainsi que Varc 
sons-tendu, en deux par- 
ties ^gdles. 

Soit AB une corde, 
le centre du cercle. Me- 
nons le diam^tre DD' perpendiculaire k cetle corde, qu'Jl 
coupe en C (fig. 82). Plions la figure autour de ce diam^tre, 

4. 
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DES GORDES, ARGS ET TANGENTES. 



et rabattons le demi-cercle D'BD sur le demi-eerete D'AD :! 
nous savons quils coincident. Mais CB prend la direction CA,| 
puisque ces deux droites sont perpendiculaires au dia-i 
metre; donc le point B tombe en A. II en resulte regalit^i 
des droites CA, CB, celle des arcs DA, DB, et enfin celle des 
arcs D'A, D'B. 

CoROLLAiRE. — Cc iheorcme peut encore s'enoncer de 
la mani^re suivante : 

Le centre d'un cercle, le milieu (fune cordey et les mi- 
lieux des deux arcs qu'elle sous-tendj sont sur une m6m 
ligne droite, perpendiculaire d cette corde. 

67. — Th^op^me III. — Dans un mime cercle ou dans 
des cercles ^gauxj deux cordes ^gales sont d la mSme dis- 
tance du centrcj et^ de deux cordes in^gales, la plus 
grande est la plus rapprochie du centre. 

V Soient les cordes egales AB, A'B' (fig. 83), OC, OC les 
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perpendiculaires abaissees du centre sur ces cordes. Menons 
les rayons OA, OA'. Les triangles rectangles OCA, OG'A' 
sont 6gaux puisqu'ils ont rhypotenuse egale, comme rayon 
d*un m6me cercle, et un c6te de Tangle droit egal, savoir : 



COMPARAISON DES GORDES D*l]N M£ME GERCLE. 
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AC=A'C' comme moiti^s de cordes 6gales (th^or^me pr^ce- 

dent). DoncOC = 0'C'. 
2« Soit la corde AB plus grande que la corde A'B', OC et 
y les perpendicuiaires abaissees du oenlre sar ces cordes 
ig. 84). 
Sur l!arc AB, qui est plus grand que Tarc A'B' (theor. I, 




n'' 65), prenons Tarc AE 6gal k Tarc A'B', Sa corde AE est 
egale a la corde A'B' (n° 65), et par cons6quent l*une et 
Tautre sont k la m^me distance du centre, d'apr^s l^ II 
sufBt donc de prouver que AB est plus rapproch^e du centre 
que AE. Abaissons la perpendicuiaire OD sur AE ; celte per- 
pendicuiaire rencontre la droite AB en un point F. La per- 
pendicoiaire OC k AB est plus courte que l*oblique OF, et, 
par suite, que OF-f-PD, ou que OD, ce qu'il fallait de- 
montrer. 

CoROLLAiRE. — Ces dcuK propositions 6tant contraires, 
les reciproques s'ensuivent, savoir : 

Dans un mSme cercle ou dans des cercles Sgaux, deux 
cordes ^galement distantes du centre sont ^gales, et de deux 
cordes in^galement distantes du centre^ celle qui en est la 
plus rapproch^e est la plus grande. 
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DES CORDES, AKCS ET TANGENTES. 



Tangente. 

68. — D^finitions. — Unc droite est tangente au cercle 
quand elle n'a qu*un point de coramun avec le cercle. Ce 
point s'appelle point de contact. Ainsi XY (Bg. 85) est lan- 
gente aucercle en A. 
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Un polygone est circonscrit au cercle lorsque tous ses 
c6tes sont tangents au cercle. Le cercle est dit inscrit au 
polygone (fig. 86). 
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Pour concevoir en g^n^ral ce que c'est qu^une tangente 
k une courbe quelconque, menons a une courbe, par un de 



I , TANGENTES. « 

ses points A, une s^nte BAG (fig. 87), puis faisons-la 
I tourner autour du point A, en lui fkisant prendre la suite 
i des positions B'AG', B"AC", elc., jusqu'k ce qu*un des 
poiots d*intersection mobiles G se confonde avec le point 
A : alors la droite est dite tangente h la courbe. 

Dans notre figure, la s^cante a un troisi^me point d'in- 
tersection B, qui ne se confond pas avec le point A en 
m^me temps que le point C, et devient Bi sur la tangente. 
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Ainsi une tangente k une courbe peut avoir, outre le point 
de contact, un ou plusieurs autres points communs avec 
la courbe. 

Mais une s^cante k la circonf(§rence ne coupant cette 
courbe qu'en deux points, si ces deux points viennent k se 
confondre en un seui, la droite n'a plus qu'un point com- 
mun avec la courbe. Nous relrouvons ainsi la definilion 
donn^e pius haut de la tangente au cercle. Mais nous pou- 
vons formuler celte definition plus g^nerale : 

Vne tangente d une courbe quelconque est la limite des 
positions que prend une s6cante lorsqu^elle tourne autour 
d'un de ses points dHntersection jusqu^a ce qxCun autre 
point dHntersection se confonde avec lepremier. 
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DES C0RDE8, ARC8 ET TANGENTES. 



69. — Th^or^me IV. -^ TotUe perpendieulaire a rex-^ 
MmiU d'un rayon est tmgente au cercle, et r^ciproquement 
toute tangente est perpendkulaire a Vextr4mit4 d'uH rayon. 

1° Soil XY perpendiculaire h rextr6mite du rajon OA 
(fig. 88). Joignons le cenlre h un point quelconque M deXY. 
La droite OM, oblique a XY, est plus grande que la perpen- 
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diculaire OA. Toul point de XY, etant a une distance du 
centre plus grande qu*un rayon, est hors du cercle, el la 
droite XY n'a qu'un point de oominiin arec ie c^cle. 

2° Soit XY une tangente au cercle. MetiOBs te rayon OA 
au point de contact, et joignons le centre a un point quel- 
conque M de XY. Le point M ^tant, par hypothese, hors du 
cercle, la droite OM est plus grande que le rayon OA. La 
droite OA ^tant la plus courte distance du point k XY, est 
perpendiculaire k cette droite, ce qu'il failait d^montrer. 

CoROLLAiRE L — Eu un point d*une c%rconf4rence, oh 
peut toujours mener une tangente A cette ctrconf^rencey et 
on n'en peut mener qu'une. 



TANGENTES. 
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I CoROLLAiRE II. — Deux ctrconf^rences tangentes ont 
I ininie tangente en leur point de contactj savoir la perpen- 
diculaire nien^e par ce poiht a la ligne des centres (fig. 89). 
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CoROLLAiRE III. — Lorsquc deuoo tangentes d un cercU 
isont paralleles, leurs points de contact sont situ^s aux 
extr4mit^8 d'un nieme diam^tre. 

Car si ron m^ne par le centre la perpendiculaire com- 
mune kk! (fig. 90) a ces deux tangenles paralleles XY, X'¥', 
les pieds A, A', de cette perpendiculaire sont les points de 
contact, et d^s lors sont les extr^mit^s d'un diametre. 




CHAPITRE IV 

MESHRE DES ANGLES 



MesTire d'ime ^andeiLr. 

70. — Rappelons d*abord quelques nolions d*arithra^ 
Uqiie. 

Le RAPPORT de deux nombres n'est autre chose que le 
quotient de Tun par Tautre, 

Pour obtenir le rapport de deux quantit^s concrfetes de 
m^me esp^ce, on leur cherche une commdne mesure, c'esl- 
^-dire qu'on cherche une quantit^ de m^me esp^ce qui soit 
contenue un certain nombre de fois sans reste dans Tune et 
dans Tautre, et on fait ie rapport de ces deux nombres de 
fois. 

Par exemple, soit k trouver le rapport des deux lon- 
gueurs AB, CD (fig. 91). Supposons qu'une meme iongueur, 

4. . . 5 

c P 

r I -• — — — '■*> • ' 
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qui sera alors une commune mesure, soit contenue 3 fois 
dans la premifere et 5 fois dans la seconde : ie rapport des 

3 

deux longueurs est ^, ce qui peut s'6crire ainsi : 

AB_3 
CD""5' 

De m^me, si les deux angfes AOB, COD (fig. 92) ont une 
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coramune mesure conlenue 3 tois dans Tun et 5 fois dans 

raulre, leur rapport est encore ^ • 

Lorsque deux quantites n*ont pas de commune raesure, 
on ne peut trouver leur rapport qu^approxiraativement. A 
celeffet, on partage 1'une en un certain nombre de parties 
6gales, et Ton compte corabien Tautre contient de ces 
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parlies, en negligeant le reste. On fait le rapport des deux 
norabres ainsi trouves : c'est une valeur approchee du ra|)- 
port demand^. On concoit quMl est possible de trouver uiie 
valeur aussi approchee qu on veut, en partageant l*un(i en 
un nombre de parties egales suffisamraent grand : car le resle 
dont nous venons de parler, et qu'on n^glige, devient ainst 
aussi petit que Ton veut. 

La MESURE d'une quantit^ est le rapport de cette quantite 
^ son unit^. 

Ang^le au centre. 

71. — D^finitloii. — Un anglk au centre est un angfe 
dont le sommet est au centre du cercle. 

Th^r^me I. — Dans un m4me cercle ou dans des 
cercles egaux, deux angles au centre ^gaux interceptent 
des arcs 4gaux, et r^ciproquement. • 

1° Soient, dans un ra^rae cercle (fig. 93), deux angles au 
centre ^gaux AOB, A'OB'. Portons la portion A'OB' sur la 
portion AOB, en plagant le rayon OA' sur son 6gal OA; par 
suite de regalite des angles au centre, le rayon OB' prend 
la direction OB, et, corarae ils sort egaux, le poinl B' lombe 
en B. Corarae le centre est coraraun, les arcs, ayanl les 

PORGHON. — G^oinetrie plane. 5 
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>^y ^^ — ^ — r— ■ pomte 

^ SapposoDS inain- 
t^miMl larc AB e^I a 
rftie AR. Fortoosen- 
cwe h pDtie A^OB' snr 
^B" b partie Afitt, en pln-^ 
(anl le hitcmi OA' snr 
soD egal OL L'aic A'B' 
se place saiTant Tarc 
AB, poisqaeleorspoinis 
soul a la m^ine distance 
du c«ilre. Jiais ils sont 
e^ V : donc, le point B' 
lombe precisement en 
B. Bes lcM^, les angles 
ao omlre AOB, AW 
ooiiicidenL 
72. — Wli < a i 'i — r 11. — Dam uu mime cerdt ou daiu 

ie» cereUs ^aux le rapport de ieux au§U$ au centre esi 

igal a eeiui de$ arce qu*iU iulerc^Unt. 
Soiaia las aoglef au eeotre AOB, k'ky« (fig. 94j. Sappo- 
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ions que les arcs aient tme commnne mesure, contenue^ par 
exemple^ 4 fois dans le premier, 5 fois dans le seoond. Dte 
lurs : 
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ArcAB _4 
AtcATB^— 5' 

J^ttgnoos l6S ceatres aux points de division. Les angles 
aucentre partielsaiBsi formes, interceptant des arcs 6gaux, 
soDt egaux, et chacun est une commune mesure aux angles 
AOB, A'0'B', laquelle est contenue 4 fois dans Tun, 4 fois 

(bns IWre. Dodc : ^^^-*. 
rt_ ,^ ArcAB AngleAOB 

Nous admellons le theorfeme daus le cas ou les arcs n*ont 
pas de commune mesure. 

73. — Thi^or^me IH. — Si Von prend pour unite d^an- 
gle Vangle au centre qui mtercepte entre m c6Us Vunite 
tarCy tout angle au cen- 

tre a la mime mesure que -^ ^^ 

Varc quHl intercepte. 

Soit a mesurer Tangle / / \A 

au centre MON (fig. 95). 
Prenons pour unite d arc 
un arcquelconque AB, et 
pourunite d'angle l'angle 
au centre AOB. D*apres le 
Ihfer^me preoedent : 

Angle MON _ Arc MN 
Aiigle AOB ~ Arc AB* 

Mais les denominateurs 

etant les unites d'angle et 

<l'arc pespectivement, ces d^ux rappctfts sont l'un la mesure 

de Vangte MOH, Pautre celle de Tarc MN, ct le th6oi6me ert 

ddmontre. • 

Rmarque L — On 6nonoe ordinairement ce th^orfeme 
•^ Mis une forme abr6g6e en disani que toutmgle au centre 
ci pour mesnro %*<irc quHl intercepte. 
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Remarque IIo — Menons dans un cercle deux diam^tres 
rectangulaires AB, CD (fig. 96). Les quatre angles au centre 
ainsi formes, 6tant 6gaux comme cfroits, interceptent des 

arcs ^gaux, dont chacun est 
par consequent le quart de la 
circonKrence. Dn tel arc prend 
le nom de quadrant. Ainsi un 
angle droit a pout mesure un 
quadrant. 

Si le quadrant est Tunite 
d'arc adoptee, Tangle droitest 
l*unite d'angle. 

On prend souvent pour unite 
d'arc la 360* partie de la cir- 
conference , partie que Ton 
appelle degre. L'unite d*angle 
qui en r^sulte d'apr^s notre 
convention s'appelle angle d'un degre. Le degre se partage 
en 60 minutes, la minute cn 60 secondes. 

Quelle que soit la circonference que Ton partage en 360 
parties egales pour obtenir Tarc d'un degr^, Tangle d'un 
degr^ est toujours le m^me : car il vaut la 360" partie de 
4 angles droits. 

Un angle droit vaut 90 degr^s. 

Un usage qui tend k se repandre est de prendre pour 
unit^ la 100« partie du quadrant, qu'on appelle grade, et 
de partager le grade en dixi^mes, centi^mes, miUiemes .., 
suivant la num6ration d^cimale. 




Angle inscrit. 



74. — D^flnition. — Un angle iNSCRrr est un angle 
forme par deux cordes issues d'un m^me point de la cir- 
conference. 

Tiieoreine IV. — Tout angle inscrit a pour mesure la 
moitie de Varc qiCil intercepte. 

Prbmier gas : Le centre est sur l'un des c6t6s AC de rin- 
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scrit BAC (fig. 97). Menons le rayon OB. L'angle BOC, exte- 
rieur au triangle ABO, est egal a la somme des deux angles 
interieurs qui ne lui sont pas adjacents, AetB (coroll. II, n°43). 





c » 

Fic. 97. FiG. 98. 

Or, ceux-ci, opposes k des c6t6s 6gaux comme rayons, sont 
^gaux. Donc, Tun d'eux, A, vaut la moitie de Tangle BOC. 
Ce dernier, comme angle au cen- 
Ire, a pour mesure Tarc qu'il 
intercepte, et Tangle BAC.la moi- 
lie du m^me arc. 

Dedxieme cas : Le centre est 
a rinlerieur de Tangle BAC 
(fig. 98). Menons le diametre AD. 
Les angles BAD, CAD, d'apres le 
premier cas, ont respectivement 
pour mesure les moities des arcs 
BD, CD. Donc leur somme BAC 
a pour mesure la moitie de BD, 
plus la moitie de CD, c'est-a-dire 
la moitie de Tarc BC. 

Troisieme cas : Le centre est k Pexterieur de Tangle 
(Bg. 99). Meme construetion. Les angles BAD, CAD ont 
respectivement pour mesure les moities des arcs BD, CD. 

Donc, leur difference BAC a pour mesure -^ 9"' ^^ 

BD - CD BC 
ou 
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GoROLLAiRE L — Tous ks atigles inscrits dans tm mim$ 
segment sont &ga%x. 
Cav tous oes angtes AMB, AM'B, etc., ont pour mesnre la 
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moitie de rare ACB, compris entre leurs cOtes (fig. KX^, 
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Si le segment AMB est un demi-cercle (fig. i(M), chaque 



afigle inscrk a pour mesure la moiti^ de la demi-circonfe^ 
rence ACB, oo \m quadrant. Donc : 

CoROLLAiRE II. — • Tout angls inscrit dans un demi- 
ctrele e^ droit. 

CoROLLAiRS III. — Dans tout quadrilatdre inscrit au 
cercle^ les angles oppos^s sont suppUmentaires. 

Soit ABCD UB quadrilatere inscrit au cercle (fig. 102). 
L'angle inscrit k a pour mesure la moitie de Tarc BCD, 
eompria entre ses c6les. L'angle oppose BCD a pour me- 
sore la moiti^ de Tarc BAD. Donc leur somme a pour me- 
fiire la moitie do la circonference, et vaut deux droits. 
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CoROLLAiHff IV. — L'angle ext^rieur BCE est ^gal k 
fangle A, puisqu^Us ont le m^rae supplement BCD. Donc : 

Dans tout quadrilatere inscrit au cerclCy un angle ext^- 
rieur est Sgal i Vangle int^rieur opposi. 

75. — Tfc^r^me V. — Tout angle form^par une tan- 
gente et par une corde issue du point de contact a pour 
mesure la moiliS de Varc quHi intercepte. 

Soit Tangle BAC forme par la tangente AB et la corde AG 
(fig. 1(3). Menons par 1& f»ofiii A.la s^cante quelconque AD : 



"^ 



80 



MESURE DES ANGLES. 



Tangle inscrit DAC a pour mesure la moiti^ de Tarc CD. 

Faisons tourner cette 
secante autour du point 
A jusqu*a ce que le point 
d'interseclion D se con- 
fonde avec le point A, 
c*est-a-dire jusqu'a ce 
que la secante AD de- 
vienne la tangente AB. 
L'angle CAD ne cesse 
pas d'avoir pour mesure 
la moilie de Tarc com- 
pris ehtre ses c6tes : or, 
a la limite, cet angle est 
CAB, et cel arc est CA. 

FiG. 103. 




Angles dont le sommet est int6rieur ou 

exterieur au cercle. 

76. — Th^op^mc VI. — Tout angle dont le sommet est 

int^rieur au cer- 
cle a pour mesure 
la demi-somme 
des deux arcs com- 
pris entre ses cdtes 
et les prolonge- 
ments de ses cdtes. 
Soit rangle 1, 
dontles c6tes ren- 
contrent la circon- 
ference en B, C, et, 
prolonges, en B', 
C (tig. 104). Me- 
nons la droit6 B'C. 
L'angle 1 etant un 
angle exterieur du 
triangle AB'C est egal k la somme des angles interieurs non 




D 

FiG. 104. 
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adjacents, 2 et 3 : or, ces angles inscrils ont respectivemenl 
pour mesure les moities des arcs BDC, B'D'G'. Donc, leur 
somme BAC a pour mesure la demi-somme de ces arcs. 

77. — Th^or^me VII. — Tout angle dont le sommetest 
hors du cercle et dont les cdt^s coupent la circonf^rencCy a 
pour mesure la moit%6 de la diffdrence des arcs compris 
entre ses cdtes. 

Soit Tangle i (fig. 105) dont les c6tes renconlrent la cir- 
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conference en B, B', C, C. Menons la corde BC. L'angle 3, 

exterieur au triangle ABC, est egal k la somme des deux 

angles interieurs non adjacents i et 2, et par consequent 

Tangle i est egal a Tangle 3, diminue de Tangle 2. Or, les 

angles inscrits 3 et 2 ont respectivement pour mesure la 

moitie de chacun des arcs BDC, B'D'C'. Doncleur difference 

1 a pour mesure la moitie de BDC, moinsla moitie deB'D'C'. 

CoROLLAiRE I. — Un anglc form6 par une tangente et 

une s6cante a pour mesure la demi-diffSrence des aHs 

compris entre ses c6t6s. 

En elTet, si dans la figure precedente on fait tourner la 

5. 
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secante ABB' aulour du point A jusqu'k ce que les poiiitB 
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BB' se confoiident en un seul (fig. 406), I'angle A a toujours 
pour mesure la demi-difference des arcs qu41 interceple et 
qui sont, a la limile, CDB, C'D'B'. 

CoROLLAiRE II. — Vn angU formi par dmx tangentes a 
pour mesure la demi-diff&rence des ares quHl intercepte. 




A 
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On le reconnatt de m^me en fatsant toumer autour du 
point A, dand la figure 104, less^cantes AB'B,AC'CJusqu'k 
ce que les points B «t B' se confondent eu un seui, ainsi 
que C et G (Kg. i07). 

78. — Tl i ^r ^ iM e Tlll. — Lorsqu'un angle de grandmr 
cmstante AMB se diplace dans un plan de telle sorte que 
ses cdt^ passent constamment par deux points fixes A et B, 
^on sommet d^crit un arc de cercle, 

Soit AMB une des positions de 1'angle (fig. 108). Par les 
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trois points AMB, faisons passer une circonference. Le 
sommetde Tangle mobile ne peut se placer dans rinterieur 
du cercle, en N par exemple : car Tangle ANB a pour 
mesare ta desni-soaxime de^arcs ANByA'NB' (tbeor. VI), et 
est plus grand que Tangle AMB, qui a pour mesure ki 
moitie de Karc ANB. Le Sicmimet de Tangle ne peut pas non 
plus se trouTe9?lior»du eercle, enQ pare^emple : car Tangle 
AOB a poQr laeMiTe la demiKlifii^eiice dds accs AB, A''B" 
(Iheor. VII), et est plus petit que Tangle AMB. Donc, le 
sonimet de Tangle ne peut se trouver que sur Tarc AiMB. 



U' 
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CoROLLAiRB I. — On peut ^noncm' ce theorfeme en disant 
que le lieu des points situ4s d'un m4me cdte d'une droite et 
d'oii ron voit une droite AB sous un angle donn4, est un 
arc de cercle passant par les extr6mit^s de la droite. 

Si Ton rabal cet arc autour de la droite AB, de Tautre 
-^616 du plan, en AM'B (fig. 109), I'ensemble des deux arcs 




AMB, AM'B est le lieu des points du plan d'o{i l*on voii la 
droite AB sous l'angle donne. 

Quant aux arcs ARB, AR'B, prolongements des premiers, 
ils forment le lieu des points d'ou Ton voit la droite AB 
sous Fangle suppldmentaire du premier (coroll. III, 
n» 74). 

IIEMAROUE. — Le segment AMB (fig. 108) est dit capable 
de l angle M. 
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CoROLLAiRE II (reciproque du corollaire III, no 74). — 
Tout quadrilatire convexe dont deux angles opposes sont 
supplementaires est inscriptible au cercle. 

Soit ABCD (fig. 110) un quadrilatere dont les angles 
opposes A et G sont supplementaires. Faisons passer une 
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circonterence par les trois points D, A, B. Elle passe par le 
point C : car de ce point, on voit la droite BD sous Tangle 
supplementaire de Tangle A, et le lieu des points satisfaisant 
k cette condition, au del^ de la droite BD, par rapport au 
point A, est le prolongement de Tarc DAB. 



i 




GHAPITRE V 

PROBLEMES GRAPHIQUES SUR LES DEUX PREMIERS 

LIVRES 



Usage de la r^le et de T^querre. 

79. — Ppobl^me I. — Mener une ligne droite d*un 
point d un aulre, et v^rifier une rdgle. 
Oii place la r^gle de mani^re que son ar^te passe par les 
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deux points donn^s A et B et, en faisant glisser le crayon ' 
le longde la regle, on obtient la droite denaiand^e. , 

Pour verifier la regle, on recommence Toperation en re- 
tournant la r^gle sur son autre face. Si lesdeuxlignes ainsi 
tracees se confondent, la r^gle est juste ; autrement elle est 
fausse (fig. 111). 

80. — Ppobl^me II. — Mener une perpendiculaire. a 
une droite par un point donni, 

On peut resoudre ce probleme k Taide de rEQUERRE : c*est 
une planchette qui a la forme d'un triangle rectangle. 

On applique la r^gle le long de la droite donn6e XY (fig. 1 12) 
et on appuie un des c6tes de Tangle droit de Tequerre 
contre la regle; on fait glisser requerre sur la r6gle jusqu'^ 
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ntijK Kaolre edte de Yaa^e droit fi& passe par le point 
danue A, et eufin on tire kt droite BG : c'est la perpeodicu- 

faire demandee. 



U construction esl la mtoe, que ie point A soit sur la 
droite ou hora de la droite. 
Pour verifier r^querre, on m^ne une perpendiculaire h 



nne droite par un poiot de celte droite, puis on recom- 
meDce Toperation -en retoumant Tequerre. Si les deui 
perpendiculaires se confondent (iig. H3), requerm est 
jofto; aulRDMat {6g. Ii4), elle esl fkaaae. 
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81. — ProbUme III. — Par m potnt donnS mner i 
me parallile d une droite donnie. ' 



FIG. H*. 

Soit A le point, XY la droite donn^ (6g. 115). On place 
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n des c6tes de l'equerre le long de la droitflf oo appliqoe 
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regle DV sur un autre c6te de Tequerre, et on fait glisser 
1*equerre sur la regle, jusqu'k ce que le c6te dirig^ prece- 
demment suivant XY passe par le point A. On trace alors la 
droite Z suivaflt ce c6te : c'est la parallele demandee. 

En effet, les droites XY, Z sont parall^les puisqu'eiles 
forment avec la droite UV des angles correspondantsegaux, 
letl 



V 



Probl6mes r^solus k raide du compas. 

82. — PpoM^me IV. — Mener a une droite une per^ 
pendiculaire qui la partage en deux parties 6gales, 

Des extremites A et B de la droite (tig. 116), comme cen- 
tres, avec un m6me rayon plus 
grand que la moilie de la 
droite, on decrit deux arcs de 
cercle, qui se coupent en deux 
poinls C et C, et on trace la 
droite CC : c'est la perpendi- 
culaire demandee. 

D'abord les deux arcs se 
coupent (coroll., n°64), puis- 
que la dislance AB des centres j 

est plus petite que la somme -• f 

des rayons, et plus grande que ^ \ 
leur difference, qui est nulle. 
Deplus, les points C, C, etant 
egaleraent distants des extre- 
mites de la droite, appartien- 
nent a la perpendiculaire de- 
mandee (theor. III, n° 30). La 
droite qui les joint est donc 
cette perpendiculaire. 

Remarque I. — Cette con- 
slruclion donne en m^me 
kemps le moyen de trouver le milieu D de la droite AB. 

Remarque II. — D'apr^s le th^orftme III, n® 58, la m^me 
tonslTiiction conduit^ faire passerune circonforence par 
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troif^ points donnes. Elle serl aossi h troaver le centre d'un0 
cfrconfi^rence donnee : car ii snffit de prendre krois pointSi 
arbilrairement sur celte cfrconrereiice^ et de construire k 
centre de la circoBferenee passant par cea btbis pointa. 



83. ^ Fi ■Miii. w, — Par un p^int dtmni sur t»f» 
droite ilever une perpendiculaire a cette droite. - 
Soit le point D donne sur la droite XY (fig. M7). De part 
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et d'autre du point D, on porle sur la droite tes longa€fttrs 
egales DA, DB, et on opere sur la droite AB comme dans le 
probleme precedent. 

Conime verification, les trois points C, D, C doii^t ^lre 
en ligne droite. 

84. — ppoM^ine Vi. — Par un point donnS hon 
d'une droite, mener une perpendiculaire d cette droite. 



r 
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di 



Soit le point D donne bors de )a droite XY (Hg. 118). De 
le poiiKt comme centre, avec un rayon sttffisaniment grand, 
« decrit un arc de cercle qui coupe la droite en deux points 
A et B, et on opere sur la droite AB eonune dans les deus 
piobi^Bea preeedents. 
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Cur le point D^ egalement distant des deux points A et B, 
appartient k la pei'pendiculaire elevee k la droite AB par 
Sflu milieUy et iL sufiit de C(»i8truire cette perpendicu- 
laire. 

Comme verification, les trois points C, D, C' doivent etre 
en ligne droite. 

85. — Prolil^ine VII. — Par un point donn6 sur une 
droite, mener unedroite faisani avec lapremieremangle 
ig^ a un angle donne. 

Soit A le poinl donne sur la droite XY^ Tangle donn^ 
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Cfig. 119). Du point comme centre, avecunrayon qnet: 
con(|U'j, 011 (lecrit nne circonKrence qui coupe en B et en| 
C les deux c6tes de Tangle. Du point A comme centre, avec^J 
le meme rayon, on d^cril une seconde circonference qui 
renconlre XY en D, et on porte sur cette circonference un j 
arc DE (3gal a l'arc BC : il suffit pour cela dedecrire du point 
D comme centre, avec une ouverture de compas egale a la 
distance BC, un arc qui coupe DE en E ; car les arcs DE, 
BC, ayant dcs cordes egales, sont egaux. Enfin on mene la 



. 
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droite AE : elle satisfait k la question, puisque les angles 
au centre DAE, BOC, interceptant des arcs egaux dans des 
cercles egaux, sont egaux (theor. I, n° 71). 

II y a deux solutions AE, AE', puisqu'on peut prendre 
FarcDE, ou DE', d'un cdte ou de Tautre de XY. 

lJsas:e da rapportear. — On peut resoudre la m^me 
question k Taide du rapporteur, demi-cercle de laiton ou 
de corne, dont le bord ou limbe est partag^ en degres ou 
demi-degres. 

Cet instrument sert d'abord k mesurer un angle. A cet 
effet, on place le centre du rapporteur au sommet de 
Tangle (fig. 120), on dirige le diam^tresuivantun des c6t6s 



RAPPORTEUH. 

lit le novubre de degres intercepies s 
eus 061^5 OA, OB. 




judre le probl^me precedent, on commenee par 
ngle BOC ffig. 121), on place ensuite le centre 




!ur au point A, en dirigeant le diametre suivant 
'i, on marque un poinli rextremite E de Tarc 
: l'angle BOC, et on trace la droite AE . 
itlon da nippoi-lenp. — On v^riHe le rap- 

mesurantun m^me angle avec differentes po^- 
nbe : on doil loujours trouver la mSme mesure. 
tions des problfemes par le rapporteur ne sont 
mative8,puisqu'eag4n6ral unangle ne peutse 
cactement en degres ou ea demi-degres. 
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96. — f 1 g fcliMi ▼m. — Pwr m point iofme horn 
d^nMe di o^u, memer mme paralUle a ceite droite. 

Cest le prubieme dejk resola a laidede requerre (n'' 81). 
Yoici nne solution par h regle H le^compas. 

Soit A le point, XT la droite dcnnee (Gg. 122). Du point A 
cooiine centre, avec nn rayon suflisaiDiiient grand, on 
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X Cl 

det\'il une circouference qui coupe XY en B. Du point B 
comme centre, avec le mdme ravon, on decrit Tarc AC, 
coupant XY en C ; sur la premiere ciroonferencey on prend 
Farc BD egal a AC, et on m^e la droite AD : c'est la paral- j 
lele demaudee. 

Car si Ton ima^ne la droite XB^ ies angles 1 et 2 sont ^ 
egaux comme angles au centre interceptant des arce egaui 
dans des cercles egaux; donc les droites AD, XY formant 
avec la secante AB des angles alternes internes egaox, 
sont paralleles. 

87. — pMbleaae IHL. — Mener la bissectrice (fun 
angle. 

Du sommet de Tangle XOY, avec un rayoD sufBsam* 
ment grand, on decrit un arc de cercle qui coupe les c6t6s 
en A et B (fig. i23j. De ces points comme centres, avec un 
m^me rayon plus grand que la moitie de la distance AB, od 
decrit deux arcs de cercle qui se coupent au2[ points C, C\ 
et on trace la droite CC : c'est la bissectrice demandee. Car 
cette droite etant perpendiculaire sur le milieu de ia corde 
AB, passe parle centre, et parlage i*arc AB ainsi que Tangfe 
\0Y en dcux parties egales (coroll., n* 66), 
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COT?STnUCTlON BES TRlANGLEfi. 
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flk>mme v^rificatlon, les toois points 0, C, C, doiTOBt Atre 
i ligoe droite. 
Reharque L — En r^p^nt cette oonstruction, on 
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parlage un angle en 4, 8, 16, et en g^neral en 2" parties 
^ales. 

Remarque II. — La m^me construcfion sert a partager 
nn arc AB en 2, el par suite en 2^* parties egales. 
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88. — ProM^me JL. — Construire un triangk^ con^ 
missant un cdftt et deux emgles. 



L 
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On peut supposer que les deux angles donnes B et i 
(fig. 124), soient adjacents au c6te donne a : car, etao 
donnes deux angles quelconques d'un triangle, on construi 
aisement le troisieme, qui est le supplcment de la sommi 
des deux premiers. Les trois angles peuvent donc ^tre sup- 
poses connus. 

On trace une droite BC egale au cdte donne a; par sei 
deux extr^mites on trace des droites formant avec BC, d*ui 
m^me c6te, des angles egaux respectivement a B et a C. Oi 
obtient ainsi le triangle donne ABC. 

II n'y a qu'un triangle satisfaisant a la question : car tou2 
les triangles ayant un c6te egal adjacent k deux anglei 
egaux sont egaux. 

89. — ProMeme XI. — Construire un trianglSy con* 
naissant deux c6t6s et Vangle qu*ils comprennent. 




i 
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Soit G Tangie donne (fig. 425), a ei b les deux c6t6s. On 
fait un angle BCA egal a i'angie donne, on prend sur les 
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UtMes les longueurs GB, CA, respeclivenient egales k a eih 

b, et on trace la droite AB. Le triangle ABC satisfait k la 

Ruestion. 

I II n'y a qu'une solution, comme dans le probleme pre- 

tedent. 

90. — Protileme XII. — Gonstruire un triangle, con- 
naissant ses trois cdtes, 
Soient a, 6, c, les trois c6tes donnes. On trace une droite 
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AB egale k c (fig. 126) ; de ses deux extremites A et B, avec 
des rayons respectivement egaux kb ei k a, on decrit deux 
cercles : supposons qu'ils se coupent. On joint par des 
droites les points A et B aux points d'intersection G et C ; 
les deux triangles ABC, ABC satisfont a la question. 

Mais ils sont egaux comme ayant leurs trois cotes ^gaux, 
et il n*y a qu'une solution. 

Pour que le probleme soit possible, il Taut et il surtit 
(coroll. 3°, n° 64) que Tun des cdt^s, par exemple c, soit 
plus petit que la somme des deux autres et plus grand que 
ieur diflference. 

L'in6galit6 c> a — b revient, en ajoutant ft aux deux 
membres, ka<b+c, Donc on peut dire aussi que les 
conditions n^cessaires et sufHsantes sont que cliaque c6i6 
8oit plus petit que la somme des deux autres. 

6 
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91. — PMblteie UUh — Comtruire mr uue droiti 
donn^ un $egment capable d'uu angle doune, 

Soit AB la droite, a. Tangle (fig. 127). Supposons le pn>« 
Ueine resolu, et aoii AJUB le se^^meot demaod^, eD sorte 
que tout angle AMB inscrit dans ce segment est egal k tu 





Fio. 127. 

Par le point B, imaginons la tangente BC aii cercle. L'angle 
ABC est egal k Tangle AMB, c'est-k-dire k a, parce qu'ils ont 
tous deux pour mesure la moiti^ de Tarc intercept^ ANB*. 
Le centre du cercle se trouvant sor la perpendieulaire 
^evee a la droite AB par son milieuy et sur ia perpendicu- 
bire elevee k la tangente BC par le point de contact, il ea 
resuite ia constniction suivante : 

On fait Fangle ABC egal k a, on ^l^e la perp^diculaire 
8ur le miiieu de AB, et la perpendiculaire k BC par le point 
B. Le centre est k la rencontre de ces deux perpeadicu- 
laires. 

Probldmes sur les tangentes. 

92. — ProM^me ILMW. — Mener la tangente au cerd$ 
par un point de la circonf^rence. 
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^ n stiffit d'^V6r la perpendiculaire XY a l'extremite du 
layon OA mene au point de conlact (fig. 128). 




i<iU. i:L6. 



93. — w^phl^wae XV. — Mener au cercle une tangente 
parallele d une droite donnie X¥. 
II suffit de mener ie diam^tre AB (fig. 129) perpendicu- 




Fio 129.. 



laire i Ta droite donnee XY, et de tracer des paralleles h XY 
par fes pofnts A et B : eiles satiafonf h la qnestioo. 
U y a donc deux solutions. 
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94. — ProMeme XVI. — Mener une tangente d m 
cercle par un point exterieur, 
Soit le centre, A le point d( nne (fig. 130). Sur la droite 
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OA comme diametre on decrit une circonference : elle coupe 
la circonf^rence donnee en deux points B et B'. Les deux 
droites AB, AB' sont les tangentes demandees. 

Car si Ton mene lesrayons OB, OB', les angles OBA, OB'A 
sont droits comme insciits chacun dans un demi-cercle, et 
par cons^quent AB, AB', perpendiculaires chacune a Tex- 
tr^mite d'un rayon, sont langentes au cercle. 

Ainsi il V a deux solutions. 

Gorollaire. — Les deux triangles rectangles OAB, OAB' 
sont egaux comme ayant l*hypolenuse OA commune, et un 
c6te de Tangle droit egal, savoir les rayons OB, OB'. Donc 
les troisiemes c6t^s AB, AB' sont ^gaux, et il en est de m^me 
des angles OAB, OAB'. Donc : 

Les tangentes men^es d\in mime point a un cercle sont 
^gixles et ^galement inclinees sur la droite qui jotnt ce point 
f iiH centre. % 
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[. 95. — ProW^me XVII. — Mener une tangente com" 
mne a deux cercles. 

Soient4es deux cercles et P. 

!• Proposons-nous d'abord de leur mener une tangente 
communc exterieure. Supposons le probl^me resolu. Soit 
AB une telle tangente (tig. 131). Menons les rayons OA, PB, 



aux points de contact et menons OC parall^le k AB. Le qua- 
drilat^re ABCO etant un rectangle, CB est egal au rayon OA, 
el PC est ^gale k la difference des rayons. II en resuite que 
OC est tangente au cercle decrit du point P comme centre 
avec un rayon egal a la difference des rayons. Doii la con- 
struction suivante : 

Du centre P du plus grand des cercles, avec un rayon egal 
iiladiffi6rence des rayons, on decrit un cercle. Ducentre 
de Tautre cercle, on lui m^ne une tangente OC. On m^ne 
au pointde contact lerayon PC, qui rencontre la circonfe- 
rence donnee P en B. Par le point B on m^ne la droite BA 
parall^le k CO : cette droite BA satisfait k la question. 

DiscussiON. — Si le point est ext6rieur au cercle auxi- 
liaire, on peut par ce point mener deux tangentes OC, OC 
au cercle auxilraire, et il y a deux solutions. Alors la ligne 
des centres des deux cercles donnes etant plus grande que 
ladifference des rayons, les cercles donn^s sont ou exte- 

6. 
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I 

troift points donnes. Elle sert aussi k trouver le centre d^uni 
circonference donnee : car il sufBt de prcndre troi» pointli 
arbitrairement sur cette circonference, et de construire U 
centre de la circonferenee pasiint par ces txbis poiiits« 



83. -- Pi*«M^Bie w. — Par un p^int dann^ sur »m 
droite ^lever une perpendiculaire d cette droite. - 
Soit le point D donne sur ia droite X¥ (fig. 117) . De pari 
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et d'autre du point D, on porle sur la dn>ite tes tangneurs 
egales DA, DB, et on opere sur la droite AB comme diins le 
probleme precedent. 

Comme verification, les trois points C, D, C doivent Atre 
en ligne droite. 

84. — ppoM^ine Vi. — Par un point donn4 hor$ 
d'une droite, mener une perpendiculaire d cette droite. 
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di 



. Soit le poiQi D donne hors de la droite XY (Hg. 118). De 
fe poiiit comme centre, avec un rayon si*ffisamment grand^ 
an decrit ub arc de cercle qui ooupe la droite en deux points 
A et. By el on opere sur la droiie AB conune daus les deux 
pcobl^ea preeedents. 
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Car le p(unt D, ^galement distant des deux points A et B, 
appartient a la pei'pendiculaire elev6e k la droite AB par 
soQ milieu, et iL sufiit de c(»istruire cette perpendicu- 
laire. 

Camnie verification, lea trois points C, D, C doivent ^tre 
en ligne droite. 

85. — ProWenie VII. — ¥ar un point donn^ sur une 
droite^ mener unedroite faisant avec lapremiereunangle 
^gal d un angle donne. 

Soit A le point donne suc la droite XY, Q 1'angle donn^ 
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cst plus grande que la somme des rayons, et les cercles 
sont ext^rieurs Fun k Tautre. 

Si le point est sur la circonKrence auxiliaire, on ne 
peut mener par ce point qu'une tangente au cercle auxi- 
liairey et il n'y a qu'une seule solution (iig. 134). Alors la 
distance des centres est ^gale k la somme des rayons, et les 
cercles sont tangents extSrieurement. La tangente com- 
mune est tangente k chacun des cercles en leur point de 
contact. 

Enfin si le point est int^rieur aucercle auxiliaire, il n'y 
a pas de solution. Alors la distance des centres est plus 
petite que la somme des rayons, et les cercles sont ou se- 
cants, ou tangents interieurement, ou int^rieurs Tun k 
Tautre. 

En r^sum^, si les deux cercles sont ext^rieurs Tun k 
Tautre, il y a deux tangentes communes int^rieures. 

S4ls sont tangents exterieurement^ il y en a une. 

S'ils sont secants, tangents int^rieurement, ou int^rieurs 
l'un k Tautre, il D'y en a aucune. 



Exerdces snr le Livre II. 



THtORiMBS A DtMOMTaEa. 



1. Deux parall61cs interceplcnl sur une circonr6reDC6 des ares ^gnni. 
(On distinguera trois cas, suivant que ces deux parall^les sont s^cantes, 
que Tune est tangente et Fautre s6cante, ou qu^elles sont toutes deuz 
tangentes.) 

2. Lorsqu*un trap&se est inscrit dans un cercle, le point de rencontrs 
de ses diagonalcs et celui de ses c6t6s non paralleles sont tur une mtoie 
ligne droite passant par le centre. 

3. Lorsqu'un polygonn d*un nombre de c6t6s pair esl inscrit dans ini 
eercle, It sommc de set tngles de rang pair cst ^gale i celle de ses 
aagles de racg impair. La rteiproquo est-dle ^rraie? 
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4. Lorsque deux circonf^rences se coupcnt, si par Tun de leurs points 
dMntersection on mfenc un diam^tre de chacnnc d'clles, les extr6mitds 
de ces diam^tres et le second point d'intcrsection sont sur une radme 
droite. 

5. Si sui* chaque cdte d'un triangle comme diam^tre on d^crit une eir* 
conf^rence, ces trois circonfdrences se coupent deux k deux sur les cdt6s 
du iriangle ou sur leurs prolongements. 

6. Lor8qu'un quadrilat6re est circonscrit k un cercie, la somme de 
deux cdt^s oppos^s est ^gale k la somme des deux autres, et r^ciproque- 
ment. 

7. Lorsque deux circonfdrcnces sont tangentes, soit intdrieurement, 
loit ext^rieurement, si par le point ^de contact on m5nc une droite quel- 
conque, les tangentes aux points oii cette droite coupe les d^ux circonf4- 
rences sont parall^Ies. 

8. Lorsque deux circonfiftrences sont tangentes, si par le point de coih 
tact on menc dcux droites dont la premi5rc les coupe en A et en A', la 
seeonde en B et en B', les cordes AB, A'B' sont parallMes. 

9. Lorsqu*un cercle est inscrit k un angle, si Ton mhne une tangente 
quelconqie au plus petit des arcs joignant les points de contact, on d^ 
termine un triangle dont le p^rim^tre est constant. Gomment r^noncd 
doit-il dtre modiH^ si la tangente est men^e an plus grand des arcs joi* 
gnant les points de contact? 

10. Lorsque deux circonfSrenccs se coupent en deux points A et B, si 
par Tun de ces points A on m^ne une droile quelconque qui les coupe en 
Cet en D respectivement, le triangle GBD a scs anglcs constnnls. 

11. Lorsquc deux circonf^rences se coupent, si par Tun de leurs points 
liUntcrsection on mhne une s^cante quclconque, les tangcntes mcn^es aux 
deux circonferences par les points oii elles sont coup^es par cette droite 
font un angle constant. 

12. Lorsquc deux circonfigrences se coupent, si par Tun de leurs points 
d*intersection G on mfene deux droites quelconques, dont la premi^re les 
coupe aux points A et A', ia seconde aux points B et B', les droites AB, 
A'B', se coupent sous un angle conslant. 

13. Si par le milicu d'un arc on mhne deux secantes k une circonfg- 
rence, les deux autres points ou elles coiipent la circonfdrence et ceux 
ofi elles coupent la corde sont les sommets d'un quadriiat^re inscrip- 
tible, 

14» Si trois points A, B, G, partagent une circonf^rence en trois parties 
igales, et qu'on prenne un point quelconque M sur la circonf(5rence, 
rune des distances MA, MB, MG, est egale k U somme des dewr «utres. 
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15. Sr i'on prolonge une corde AB cl*on cercle d*an& longiieur B€ egaie 
HB rayon AO, et qu*on mhne le dianifetre G0&, l*angte AOB est trii^ tfe 
rimgle AGD. 

16. Lc triangle ayant pour sommets les pieds des liauteurs d*un 
t r wr n g te, a pour bissectrices de las aDgle» ces hanteurB eiies-iffifiines. 

17. Les trois hauteurs d*an Iriftni^ paasenl par «n> mdme poiot. (On 
s*appuiera sur Texercice 15, livre I, et sur le corollaire, n^58.) 



i9. La cireoQl(ifeMe cireomKrite k u» trimfle «st \b Vma #es poM 
tels que si Ton abaisse de chacun d'eux une perpcndiculaire sur ckacmi 
des cdt6s du triangle, les pieds de ces trois perpendiculaires sont en ligne 
(firoite. 

f9. Le dlamitre cNr cerete iRscrit k vn tviangle rectangie est 6gal i 
TexcbM de la somme des deux cdt6s de l*angle droif sur rhjrpel^Rme. 
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20. Mener par un pofnt donnd une drolte qui coape ane dreile donnit 
soas un angle donn^. 

Sl. CoHStruire uii IrfMgie isoeMe, connaissaiit Isr base el i*afigie 
oppos6. 

29. Par QR point pris dans vn ang le mener one s^eante, feminto aux 
deux edt^s de I*kngle, et (fent cepoint seif le milie». 

23. Par un point donn^, mener une droite telle que la portion corn- 
prise entre denx parall^s donn^s solt ^gate i une longueur dann^c. 

24. TrouTer sur une eircenf^rencele poinf r l*'le plwrapproeh^; 2*lis 
plus 61oign4 d'un point donn6. (On supposera le point donn^ saccessi- 
vement ext^rieur et int^rieur d la circonr6rence.) 

25. TrouTer, sur deux circonf^h^encev extierieureff I^tone k Tautre, les 
deux points : 1* les plos rapproelhi^s Funr dis rimfre; 2* lesplus ^ioigiiet 
Tun de Tautre. 

9S. I><^rire avcc un rayon donn^ une circoiifiSrence passant par deux 
peints donn^s. 

27. D^crire une circonfi£rence qui passe par deux points donn^s ef qoi 
ait son centre sur une droite donn^e ou sur une circonf^rence donn^e. 

28. D^crire avec un rayon donne une circonfierence qni passe par ua 
point domv^ et soit tsmgente k une droite donn^, ou k xme ctrooiiftreBiS 

4onn^e. 
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29. D6cTire avec un rayon d^nni une circonfereoce UngeAie k deux 
circofiferences dooo^es : 1* exi^rieureinent; 2« ini^rieurement; 3<» exU« 
rieurement & Fune et int^rieurement k Tautre. — Diseusaioa. 

30. D^crire avec un rajon donn^ uae cireoii£6rence tangeate i une 
droite ei k une circonfiirence doaate, flzt^ieurenMat ou iatdrieure- 
nent. 

31. 06crir« avee un rayoa 4oaA6 uoe eircoaf(6reace tangeate 4 dem 
drojtes donn^. 

32. Dtoire oae cirooafi&reace tangeate k deia. droitet donn^, lo 
. poiat de coOftact de r«uie ^taot aussi doao^. 

33. D^crire une circonri§rence tangente k trois droites doan^s. (Lors- 
que les troia droites formeai ua triaogle, on trouve quaire eireoafirences 
satisfaisant k la question : Tune, int6rieure au triangle, s*appelle inicrite 
au triangle; les trois autres, extdrieures au triangle, lui sont dites 
Cxfnfertlef. 

34. Mener pmt un point donn6ane4roite ^i conpe une eireonf^rence 
loos nn angle donn^. (On appelle angle d*une droite et d'une circonfifi- 
rence Tangle qa^eUe fait avee la tangente au point dMntersection.) 

35. Mener par un pbiat donn6, ou paraliilemeat k ime droite donu^, 
ime droite qui coupe une droite et uo cercle sous le mdme aagle. 

36. Ddcrire nne circonfiSrence tangenle i nae droite et k une circoo- 
fifirence donnto en un point donn^, sur la circonf^rence ou sur la droite. 

37. Trouver le lieu g^m^trique dcs milieux dee cordes ^alei trac^s 
dans un cercle. 

38. Trouver le lieu des points d'oi!i Fob wit un eercle wmu m angie 
donn^. 

39. Trouver un point d'oi!i l*on voie deux eerdat res|pectivemeat sous 
deux angles donnds. 

40. Trouver un pointd*oill Fon voie respectivement deux droites limit^es 
Mnk des angief donnes. 

41. Trouver un point d'oili Von voie respectivement un cercle et une 
droite limit^, sojus des angles donnte. 

4SL frmmr im poiai d*ou Toa voie sovf le mtee angle lee trots e6tds 
dHm triaagin? — Le piobltoie est-il toiqoun pomible? 

43. Par les difTerents points d'une circonference on m&ne des droites 
dgades entre eliea et parallMM A «ae diffectitii dami4a : lien c^mn^trique 
de leurs extrtoit4s. 
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44. Liea gfemMrique des milieux des cordes qui, dans un mtoe 
cercle, passent par un m6me point, ou dont les prolongements passcnt 
par un m6me point. 

45. Par un point donn6, mencr k un eercle una s^ante telle que la 
eorde intercept^e ait une longueur donn6e. 

46. Par uri des points d*intersection de deux circonfdrences, meaer 
une droite de longueur donn^e ayant ses extr^mit^s sur les deuz cireon» 
f^rences. — Maximum de la longueur donnte. 

47. £tant donn6e une corde AB dans un cercle, on mhne par le poiDl 
A une corde quelconque AM, que Ton prolonge d'une longueur MN 6galc 
A la distance MB. Quel est le lieu du point N? 

48. Gonstniire un triangle, connaissant deux cdt^s et Tangle oppos^ a 
Tun d*eux. 

49. Gonstruire un triangle, connaissant le p^rim^tre et les angles. 

50. Gonstniire un parali^logramme, connaissant les diagonales et leizr 
angle. 

51. Construire un triangle, eonnaissant un c6t6, la mediane, et la 
hauleur correspondante. 

52. Construire un triangle, connaissant un cdt^, la Bauteur correspon- ' 
dante ct Tangle oppos6 A ce cdt6. 

53. Construire un triangle, connaissant un cdt6| la m^diane corretpoii- 
dante, et Tun des angles adjacents a ce cdt6. 

54. Construire un triangle, connaissant un cdt6, la m^diane oomapcii- 
dante, et Tangle oppos^ k ce cdl4. 

55. Construire un triangle, connaissant deux cdt^s et la m^diane issue 
dc leur point de rencontre. 

56. Gonstruire un triangle, connaissant les trois m^dianes. 

57. Par un point pris hors d*une circonference, mener une s^cante telle 
que la corde interceptie soit 6gale A la partie exterieure de cette s6- 
cante. 

58. £tant donn6s un cercle et deux tangentes k ce cercle, mener A ce 
mdme cercle une troisi&me tangente telle que la partie intercept^e entre 
les deux premi&res tangentes soit 6gale 4 une longueur donnde. (Yoy. 
exercice n* 9.) 

59. Gonstruire un triangle, connaissant un c6t6, Tangle opposd el la 
somme ou la difTdrence des deux autres c6t6s. 
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60. Gonstruire un triangle connaissant un angle, un c6i6 adjacent ct la 
somme ou la difference des deux autrcs cdt^s. 

61. Gonstruire un triangle connaissant les milieux de ses cdt^s. 

62. Gonstruire un triangle connaissant les pieds de ses iiautcurs. (Voj 
exercicc n* 16.) 

63. Gonstruire un trapeze, connaissant les quatrc cdtds. 

64. Tracer une circonfi^rence qui passe k ^ale distance de quatre 
points donn^s non en ligne droite. 

65. Trouver le lieu des centres des cerdes inscrits aux trianglcs inscrits 
ettx-mdmes dans un segment donn^. 

66. A pnrtir de deux points flxes A et B pris sur une circonrcrence, oii 
porte deux arcs ^gaux quelconques AM et BN, soit dans le mdme scns, 
soit en scns contraire, et on m&nc les droites AM. BN : trouver le iicn 
de leur point d^inlersection. 

67. Une droite de longueur constante se meut en appuyant ses extrc- 
mit^s sur les deux cdt^ d*un angle droit : lieu g^omdlrique de son 
milieu 

68. Un triangle rectangle se d^place dans un plan en appuyant lcs dcux 
extr6mit^8 de son hypot^nuse sur les deux cdt^s d*un anglc droit : 
trouver le lieu d^crit par le sommet de Tangle droit. 

69. Construire un triangle ^uiiat^ral dont les sommets soient plac^t 
sor trois paralleles donn^es. 

70. Mener par un point donn6, ou parall^Iement k une droile donn^e, 
iine droite qui intercepte, avec les deux cdt^s d*un angle donn6 de posi- 
tion, un triangle de p^rim^tre donn^. (Yoy. exercice n* 9.) 

71. £tant donndes deux circonfi6rence8 et 0' qui se coupent, on mcne 
par Tun des points d*intersection une s^ante qui rcncontre la circonf^- 
rence en un point B et la circonr^rence 0' en un point B'. On joint le 
point B au cetitre et le point B' au centre 0'; les deux droitcs ainsi 
mcn^es se coupent au point M ; on demande lc lieu de ce point. 

72. Deux circonfiSrenccs se coupent en deux points: par Tun des points 
communs, on mhne deux droites rectangulaires quelconques qui, pro- 
tongees au besoin, coupent la premi&re drconfdrence aux poinls A et Pt, 
et la seconde aux points A' et B'; on m&ne les deux lignes AB et A'B', ci 
on demande de trouver le lieu de leur point d^intersection. 

73. Inscrire k une circonference un triangle dont les trois cdt^s soient 
parall^Ies i des directions donn^es. 

POACHON. — G^om^trie plane. 7 
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74. Inserire i un ccrcle un Irianglc dont deux cOt^s &olent parall^les 
k des dircctions donn^es, et dont le troisi^e passe par ua point donn^, 
lu soit parallMe k unc direction donn^e. 

75. On inscril dans un cercle donnc tous les triangles dont deux cdlh 
tont respectiTcment parallMes d denx droites ftxes doon^es, et l*on dt - 
mandc le lieu des ccntros des cercles inscrits k cet triangles. — Mdui'- 
question pour les cercles exinscrits. 

76. £tant donn^s deux points A, B d'un m6me cdt^ d*une droite lY, 
«rouver sur cette droite un poiat M ttl que Tangie AlfX soit double de 
Tangle BMY. 

77. £iant donn^ deux parail^les, un point A hors de ces dejix 
droitcs, un point D sur la plus voisine du point A, mener par cc poiut 
unc sdcantc ABG telle que BC = BD. 

78. D^riro trois cercles ayant pour centres troispoints donn^s etic 
(ouchant dcux k deux. 

79. Mencr un cercle de rayon donn6 coupanl sous des anglei d0Dnc.< 
deux droites^ ou deux cercies, ou un oerdo et iiac droite. 
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LIVKE III 

LiaNES PROPORTIONNELLES 

SIMILITUDE 



CHAPITRE PREMIER 

LIGNES PROPORTIONNELLES 

Partage d^une portion de droite en deux segments. 

D6fiiiition. — Elant donnee une portion AB dune 
droile indefinie, on dit qu'un point M de ia droite partage 
A6 interieurement ou exterieurement en deux segments 



Fia. 135. 



M JV B 

FiG. 136. 

AM, MB, suivant qu'il est situe entre les points A et B 
(fig. 135) ou sur le prolongement de la portion AB (fig. 136). 

96. — Theori^me. — Sur une droite indefinie YZ, it 
existe deux points, et seulement deux^ qui partagent une 
fcrtion dmnie AB de cette droite, Vun inUrieurement, 
fautre extMeurement, dans un rapport donn6^ pourvu que 
ce rapport soit different de Vunitd : 

U s'agit de d6terminer sur AB et sur son prolongemenl 
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deux points M, M' (fig. 137), satisfaisant aux conditions 

AM _ AM _ n 
MB"~M'B— p' 
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- designant le rapport donne. Le cas oCi - = i etanl 

ecart^, il est permis de le supposer < i ; car s'il etait > 1, 
on pourrait ecrire, en renversant les rapporls • 

MB_WB ___p 
AM~AM'~n'' 

P serait plus petit que i, et on retomberait sur le cas 

pr^cedent, Aet Betantsimplementintervertis. Noussup- 

poserons donc - < 1, ou p > n. 

AM n 

i® Partage intdrieiir, Dans la proportion jj-j^=-, inter- 

vertissons Tordre des moyens, et ajoutons ensuite les 
rapporls terme k terme : 

AM MB MB-hAM AB 



n p p-i-n p-f-u 

Deregalite du premier et du dernier rapport, on deduil: 

AM = ABx— ^: (1) 

;>-f-n ^ ' 



de Tegalite du second et du dernier : 

MB = ABx— ^. * (2) 

2° Partage exterieiir, Dans la proportion ^rpjT = -, inter- 

vertissons Tordre des moyens, et retranchons ensuile les 
rapports terme k terme : 

AM' M'B M'B — AM' AB 



n p p — n p — n* 



d'oti 



AM' = ABx^-^ (3) 

M'B = ABX^ (4) 



r 



PARTAGE D'UNE DROITE EN DEUX SEGMENTS. H3 



Les egaliies (i), (2), (3), (4), determinenl les points M 
etM'. 

Dcfinitiou. — Pour exprimer que deux points M et M' 
partagent la portion de droite AB dans le m^me rapport, 
interieurement et exterieurement, on dit qu*ils la parta- 
gent harmoniquement. Ils s'appellent conjugu^s liarmo- 
niques^diV rapportaux poinls A et B : ils sont caract^rises 
par ia relation : 

am_am; ,„. 

MB~M'B' ^^^ 

Remarque I. — Si deuxpoints M,M', d'une droite sont 

conjugues harmoniques par rapport k deux points A et B 

de cette droite, reciproquement A et B sont conjugues 

harmoniques par rapport ^ M et M'. Car la proportion (5) 

peut s^ecrire : 

MA _MB 

AM' — BM' • 

Remarque II. — Deux conjugues harmoniques par rap- 
port k deux points d'une droite sont situes d'un meme 
cote par rapport au milieu de rintervalle de *^es deux 
points. 

En effet, le rapporl - etant suppose < 1, d'apres 

Tenonce du probl^me, le point M est plus pr^s du point 
A que du point B, et il en est de m^me du point M'. Donc 
Fun et Tautre sont situ^s par rapportau milieu de AB, 
du meme cote que le point A. 
Uemarque III. — Cherchons comment se d^placent les 

n 

points M et M' quand le rapport-, aussi bieh d*ailleurs 

que son inverse ^, se rapproche de Tunite. 

La formule (2) peut s'ecrire, en divisant le numerateiir 
etle d^nominateur par^; : 

WB = ABx— ^-. (6) 

P 



i 
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Si » croit, le d^nominateur croit, donc MB decroil et le 

point B se rapproche du point ^. 
La formule (4) peut s'ecrire 

M'B = AB X — ^. (7) 

P 
Lorsque - croit, le d^nominateur decroit, donc M'B croit, 

et le point M' s'doigne du point 0. 

En resume, lorsque le rapport se rapproche de Tunit^ 
les poinls M et M' se deplacent en sens contraire, le pre- 
mier se rapprochant, le second s'^loignant du milieu 
de AB : les nouvelles positions qu'ils prennent, M„ M/ 

M, II' A M l^ B 

Pw. 137 bii. 

(fig. 137 bis)^ comprennent entre elles les pr^c^dentes 

M, M'. 

ti 
Enfin si - tcnd indefiniment vers runit^, le denomina- 

P 

AB 
teur de (6) tend vers 2, MB vers -^, c*est-k-dire que le 

point M tcnd vers le milieu de AB. Quant k la formule (7) 

elle ne fournit plus aucune valeur pour M^B quand - 

r 

devient 6gal h Funite, puisque M'B prend la forme -^ , ce 
qui n'a pas de sens. Mais si - se rapproche indefiniment 

Jr 

de Tunit^, sans toutefois egaler Tunile, le denominateur 
devient de plus en plus voisin de zero; on peut le conce- 
voir comme represente par une suite de fractions telles 

^^^40* 100 '1000 I^'apr6s la regle pour la divisioo 

par une fraction, M'B prend les valeurs ABxlO, ABx 100, 
ABxlOOO , et Ton voit qu'il croit au del^ de ioutc 
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limite. Cest ce qu'on exprime en disant que le point M' 
passe k Tinfini sur la droite, 

On peut donc dire que le conjugu^ harmonique du 
milieu de la droite AB est k rinfini sur le prolongement 
de celte droite, et que reciproquement le conjugu6 har- 
monique d'un point k rinfini est le milieu de AB. 

r 

Iiignes proportionnelles dans le triangle. 

97. — Theoremc II. — Toute droite men4e dans un 
triangle paralUlement A un des cdtes, partage les deux 
autres en parties proportionnelles, 

. Soit dans le triangle ABG (fig. 138), la droite DE parailfele 
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au c6te HC. Supposons que les longueurs AD, DB aient 
une commune mesure, contenue par exemple 3 fois dans 

AD, et 2 fois dans DB. 11 en resulte ]Tg = Q- Apr^s avoir 

porte la commune mesure sur AD et DB autant de fois 
qu'elle y est coritenue, menons par les points de division 
lesdroites HK, GL, FM parall^les^BC. Nous allons prouver 
que la droite AG est partagee en parlies egales. 

En effet, menons LI parallMe k GD : les triangles LTE, 
\HK sont egaux comme ayant un c6te egal adjacent k des 
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angles egaux chacun k chacun, savoir : LI egal a GD, c6te 
qui lui est oppose dans un parallelogramme, et par suilc 
egal k AH; les angles 1 et 1' egaux commc ayant leurs 
cotes paraUeles etdiriges dans le memc sens; les angles2 
et 2' egaux comme correspondants par rapport aux paral- 
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lcles LI, AH, coupees par la s^cante AG. II en r^suUe 
LE = AK, ainsi que nous Favons annonce. 
AE et EC ayant une commune mesure qu'elles contien- 

nent 3 fois et 2 fois respectivemenl, il s'ensuit pip = ^^ , et 

comme deux rapports 6gaux k un troisi^me sont egaux 

cnfrc eux : ^ 

AD _AE ,.. 

DB — EG * ^ ^ 

Nous admettrons le theor^me dans le cas od les lon- 

gueurs AD, DE, n'ont pas de commune mesure. 

GoROLLAiRE 1 . — Daus laproportiou (1) ajoutons k chaquc 

denominateur le num^rateur correspondant (*); il vient : 

AD AE 



AD 



ou 



DB" 
AB 



AE 
AE 
AG* 



EG' 



(2) 



(l). Voy. tlemenU. d'anthmetiquef n'" 204 et 205, 
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CoROLLAiRE II. — Dans la m^me proportion (1), ajoutons 
^chaque numerateur le denominaleur c^rrespondant : 

Aa+DB _ AE + EC 
DB ~ EC ' 

ou, en renversant les rapports pour plus d*analogie : 

DB_EC 
AB"~AG' 

CoROLLAiRE III. — R^ciproqiiement, si une droite par- 
tage deux cdtes d*Un triangle en parties proportionnellcs, 
elle est parallcln au troisidme c6t4, 

Soit, dans le Iriangle ABC, la droite DE menee de telie 

AD AE 
sorte que Ton ait jYjr = -Tp. Si l'on m^ne par le point D 

laparall^le kBC, elle parlage AC interieurement dans Ifi 

AD 

rapport ^r^ . Mais d'apr6s le tbeoreme (n<» 96) il n'y a 

qu'un point E qui partage AC dans ce rapport; donc la 
parall^le passe par ce point, et n'est autre que DE. 



I. — Th^orcinc III. — Des paralldles interceptent 
mdeux droites des longueurs proportionnelles. 




Soient les trois parallMes AB, GH, CD, conpant deux 
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droites AC, BD (fig. 139). Menons BEF parall^le h AC. 
D^apres le theortoie I, on a : 

BE_BH 

EF""HD' 

ou, en remplaQani BE, EF par leurs ^gales AO, 6G : 

AG_BH 
5C~HD* 

99. — Probl^me I. — Partager une droite en parties 
proportiGnneUes d des longueurs donn^es. 
SoJt la droite AB {fig. 140) h partager en partiespropor- 






G iC 



B 



m 



IV 



j^ 



iJ- 



"^-. 
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tionnelles aux longueurs m, n, p, q. Je mtoe par le point A 
une droite quelconque sur laquelle je porte consecutive- 
ment les longueurs AG = m, CD = n, DE = p, EF = g ; je 
m^ne la droite FB, puis, parles points G, D, E, lesdroites 
GH, DO, EK, parail^Ies h FB. La droite AB est partagee en 

H, 0, K de la manidre 
demand6e, d'apr^s le 
th6oreme pr6c6dent. 

100. — Problibiiic If . 

— Partager une droite en 

un certain nombre de par- 

ties igales, 

Ce probl^me n'estqu'un 

A cas particulier du prec6- 

dent. 

Soit la droite AB (fig. 141) & partager en 8 parties 
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^gales, par e^emple. Je m^ne par le point A une droite 
qaelconque, sur laquelle je porte k partir du point A, 
5 longueurs consecutives egales entre elles, et du re6te 
arbitraires. Je joins le point B ^ Textremil^ de la derni^re 
et par les autres points de division je m^ne des parall^les 
i GB. La droite AB est partagee en 5 parties proportion- 
nelles k 5 longueurs ^gales, et par cons^quent en 5 par- 
ties ^gales. ' 

101. — Prolft^ine III. — Comtruire la quatridme pro- 
portionnelle d trois droites donn6es. 

Les trois lignes donnees ^tant design^es par a, b^ c 
(fig. 142), on en cherche une quatri^me x satisfaisant k 
la ppoportion : 

a_c (1) 

b x' 

A cet effet, tragons un angle quelconque XOY; pre- 




a 



.^ 



B 
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nons sur OY les longueurs cons6cutives OA = a, AB = J 
et sup OX, OC = c. Menons la droite AC, et par le 
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point B, BD parall^le k AC. La longueur CD est la qua- 
Lri^mc proporlionnelle demand^c. Car d'aprfes le Iheo- 
r^ihe I, 

OA__OC 
AB""CD' 

a c 
^^ 6=CI) 

Remarque. — On tire de la proporlion (1) : 

ax = bc. (2) 

et par suite a?= — . (3) 

La construction pr^cedenle permet donc d'obtenir une 
loDgucur X satisfaisant h, Tune des relations 6quivalentes 

(1), (2), (3). 




CHAPITRE II 

BISSECTRICE D'UN ANGLE D'UN TRIANGLE 



..'1' 



i02. — Tii^oreme I. — La bisseclrice (Vun angle inti- 
rieur tfun triangle partage interieurement le cdte oppos& 
fndeitx segtnents proportionnels aux deiix autres c6tes, 

Soit le Iriangle ABG et AD la bisseclrice de Tangle int6- 
rieur A (fig. 143). Nous voulons demontrer la proportion : 

DB__AD 
DC ~" AC • 

\ Menons la droite CE parallele k DA, jusqu*a la renj- 

contre de BA prolong^e, en E. Les an- 

gles 1 et i' sont egaux comme corres- 

jpondants par rapport aux paralleles 

AD, EC, coupees par la secante BE ; les 

angles 2 et 2' sont 6gaux comme alter- 

nes internes par rappprt aux 

memes paralleles coupees par 

la secaate AC. Donc, dans le 

triangleACE, lesangleslet2, B 

6gaux aux deux moities 1' et 

2' de Fangle BAC, sont ^gaux entre eux, et le triangle est 

isocele : c'est-a-dire que AC = AE. Mais dans le Iriangl^ 

BCE, DA 6lant paralfele k CE, il en resuUe (Iheor. II, n° 97)*. 

DB_AB 
DC""At:' 
ou, en remplagant AE par son egalc AG : 

DB__AB. 
DC~AG' 

ce quMl fallait demontrer. 




m 
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103. — Th6of eme II. — La bissectrice (Tun ang\ 
extirieur d^un triangle partage exterieurement le cdti 
opposS en segfnents proportionnels aux deux autres cdtes, 

Soit le triangle ABC et AD' la bissectrice de rangh 
exterieur en A (fig. 144). Nous vonlons demontrer la pro- 
porlion : 

iyB_AB 
D'C~AC* 

Menons CE' parall^le h D'A. Les angles 1 et i'sont egaux, 
comme correspondants par rapport auxparalleles AD\ E'fl 
coup^espar la secante AB; les angles 2 et S' sont egaux 
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comme alternes internes par rapport aux m^mes paralleles 
coupees par la secante AC. Donc, dans le triangle ACE', les 
angles 1 et 2, egaux aux deux moitiesde rangleexterieut 
CAl^ sont 6gaux entre eux, et le triangle ACE' est isocele : 
•c'est-Si-dire que AC = AE'. Mais, dansle triangle BAD',E'C 
et AD' 6tant parall^les, il en resulte (corollaire II» n*^ 97) v 

D'B _ AB 
D'C~AE'' 

ou, en remplagant AE' par son egale AC : 

D'B_AB 
D'C~"AiG' 

ce qu*il fallait d^montrer. 
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I CoROLLAiRE. — R^ciproquement, H un point partage un 
I c6t6 d'un triangley int^rieurement ou ext^rieurement^ en 

deux segments proportionnels aux deux autre^ c6t6s, il est 
• sur la bissectrice de Vangle int^rieur ou de Vangle ext^rieur 

oppos6. . 
Car il n'y a que deux poinls satisfaisant k ces condi- 

tions, et nous savons que les bissectricesiescontiennent. 

« 

104. — Probleme. — Trouver le Ueu des points dont 
ks distances d deux points ionnSs XetB sont proportionr 
nelles a deux longueurs donn6es a et b. 

Soit M un point du lieu [^i^, 145), c'est-^-dire satisfai- 
slbt k la condition 

MA_a 



F- 
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Formons le triangleMAB, ettraQonslesbissectrices MC, 
MD, de Tangle int6rieur et de Tangle ext^rieur en M. 
D'apr^s les theor^mes I et IT, 

CA_MA_a 

CB~MB~?' 



DA 
DB 



MA 

MB 



a 
V 



Ainsi les points C et D (iig. 145) sontdeux points Hxes. 
Mais les deux angles AMB, AMF, ayant pour somme deux 
droits, la somme de ieurs moities CMA, AMD, c'est-^-dire 
l'aagle CMD, vaut ud angle droit. Donc la cireonference 
d^crite sur CD comme diametre passe par ]e point M, c^est-^- 
direpar tout point satisfaisant^Iacoiulilionduprobl^me. 



L 
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D'ailleurs, tout point dont les distances aux points A elB 
sont dans uu rapport different de -t , eist interieur ou exte- 
rieur a cette circonference. 

Soit en effet un point M' (fig. 146) tel que tttd > t • 

nous supposerons, pour fixer ies id6es, a < b. Formons 
le triangle M'AB, menons ses bissectrices interieure et 
ext6rieure, M'C', M'D'. On a 

C'A _ D^A _ M^A . g 
- C'B — D'B — FB^ft" 
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Donc (no 96, remarque III) les points C, D', compren- 
nent entre eux la portion de droite CD. Or le point M' 
appartient k la circonference d^crite sur C'D' comme dia- 
m^tre, et tous les points de cette circonference sont 
exl6rieurs k celle qui est decrite sur CD. On d^montre 

rait de m^me que si Tjpn est < x , le point M' est inte- 

ricur h la circonference decrite sur CD. 

Donc le lieu des poinls dont les distances d devx points 
donnes sont proportionnels d deux longueurs donn^es^ estune 
circonf6rence ayant son centre sur la droite ind^flnie qui 
passe par ces deux points, et partageant harmoni^uement 
leur distance dans le rapport donn6. 
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De la similitude. 

105. — H^iinition. — Deiix polygones sont semblablej> 
lorsqu*ils ont leurs angles ^gaux chacun d chacun et leurs 
cdtes homologues proportionnels. 

Les sommels des aiigles egaux sont dits homologues, et 
les c6tes adjacents a dcux angles homologues soiil egale- 
menl hoinolognes. 

Le rapport de deux c6t63 homologues s'appelle le rapport 

DE SIMILITUDE. 

Ainsi le:> polygones ADCDE, A'P/C'D'E'' (fig. 147), sont 
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semblables si les angles A el A' sonl ('•gaux, ainsi que ies 
angles B el B', C el C, elc, tt si dc plus on a : 



AB BC 



A'B' B'ti' 



C'D' 



DE _ EA 

D'E' ~ E'A' 



t 

L 



V 



I 



I3B 



SIMILITCDE, 



Lts cules AB et A'B' soiit homologues, ainsi que BC 
V. C , etc. Cha^un des rapports egaux que Ton vient decml 
est le rapport de similitude des deux polygones. 

Lorsque le rappori de similitude est egal a runite, ou, 
en d aulres termes, lorsque les cdtes homologues sonl 
e-:au\. les deux polygones semhlables devieniieiil egaux. 
Ainsi IVgalite est un cas particuiier de la similitude. 

Similitude des trian^les. 



100. — ThMreMe I. — Toute parallele d un c6 
dun trianylef determhie un secand triangle semblable aw 
premier. 

Soit la droite B'C' parallele au c6te BC dans le triangie 
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ABC (*ig. 148). II s'agil de prouver que les triaugles ABC, 
A'B'C' sonl semblables. 

D'abord ils onl leurs angles egaux, savoir : rangle A 
commun, les angles en B el B' egaux comme correspon- 
dants par rapport aux paralleles BC, B'C' coupees par la 
secaiite AB, les angles en C et en C ^gaux par une raison. 
semblable. 

Quant aux coles, on a (coroll. I, n"97) : 



AR 
AB' 



AG 
AC 
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1 Menons C'D parallele a AB. D'apr^ le corollaire II (n*9') 



AC 

AC 



BC 



ou, en reniplaQant la droile BD par B'G', puisque ces deui. 
droites sonl egales corarae c6tes opposes d'un parallelo- 
graiQine, 

AG _ BC 

AC' ~" B'C' ' 

Ainsi les deux triangles ont leurs angles egaux et leurs 
cdt^s proportionnels, ce qu'il fallait demonlrer. 

107. — Th^oreme U, — Deux triangles sotit sem- 
blables lohquHls ont deux angles egaux chacun dchacun. 
Soient les deux triangles ABC, A^B^C' (fig. 149), avant 
I A = A', B = B'. 

Portons sur le cdte AB la longueur AB" egale a A'B', et 




menons B"C" parallfele k BC. Le triangle AB"C" esi s>cm- 
blable a ABC d'apr^s le theoreme precedent; il suffit doiic 
de prouver que les triangles AB"C", A'B'C' sont eiraux. Or 
oelaresuUedupremier casd'6galite des triangles (theor. III, 
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n* 20^ pmsqu'iis ont on c6ie egal adjacenl a deux anglos 
egaux chaeun a chacun, savoir : le cdle AB" egal a A'B' 
par conslruclion, les angles A el A' «igaux par hypolhese, 
el les angies en 6' et B' egaux entre eux commc egaux 
tous deux a Tangle B (Pun d'apres la theorie des paralleles, 
1 autre par hypothese). Le theorenie est donc demontre. 

108. — ThMrenie Mll. — Deux triangles sont sem' 
blables iorsQuih ont un angle egal compris entre cdtispro- 
portionneis. 

Soient les deux triangles ABC, A'B'C' (fig. 150;, dans 
lesquels A = A, el 

AB AC 



AB' 



AG 



'/ 



(i) 



Porlons sur le c6te AB la longueur AB" egale a A'B' et 
menons B"C" parallele a BC. Le triangle AB"G" est sem- 





B 
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blable h ABC (th^r. I) ; il suffit donc de prouver que les 
iriangles AB" C", A'B'C' sont egaux. 

Or la simiiitude des Iriangles ABC, AB"C" donne ia pro- 
portion : 

AB _AC 

AB" ~ AC" ^*^ 



J 



f 
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Les proportions (1) et (2), ayaiit leurs trois premiers 
termes egaux chacun a chacuii, onl aussi le quatrleme 
egal, AC" = A'C'. Les triangles AB''C'', A'B'C' sont donc 
egaux d'apres le deuxi^me cas d'egalite des Iriangles 
(llieor. IV, n° 21), puisquHs ont les angles A et A' egaux e.t 
compi-is entre cdtes egaux chacun a chacun. Le theoreme 
est donc demontre. 

109. — Theordmc IV. — Deux triangles sont sem- 
blables lorsquHls ont leurs trois cdt^s proportionnels. 

Soient les triangles ABC, A'B'C' (lig. 151), dans iesquels 
on suppose : 

AB AG BC ,,, 



AT,' 



A'C' ~ B'C 



irf 



Prenons encore AB" = A'B' et menons B"C" parallele k 





BC. Le Iriangle AB"C" est semblable a ABC (iheor. I); il 
suffil donc de prouver que les Iriangles AB''C'', A'B'C' sont 
egaux. 

Or la similitude des triangles ABC, AB''C'' donne la 
double egalite : 

AB^_AC___JC_^ 

AB" "■ AC" ~B"G"' ^"^ 
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(3omparons ies deux suitcs de rapports egaux (1) et (2). 
Le premier de chaque suite cst commun, puisque A.B"=A'B', 
Donc tous ces rapporis sont ^gaux, et putsqu'ils ont deux 
a deux m^me numerateur, lours denomiuateurs sonl aussi 
egaux deux a deux, savoir: AC" = AT/, W'a' = Wa, Les 
Iriangles AB"C", A'B'G', ayant en conscquence ieurs trois 
c^tes ^gaux chacun k chacun, sonl egaux d'apr^s le troi- 
si^me cas d'egalite des triangles (theor. V, n" 22), et le 
theoreme est demontre. 

Reharque. — Nous venons de demontrer trois cas de 
similflude des triangles, analogues aux trofs cas d'egalite. 

Pour que deux triangles soient egaux, il faut, ainsi qu'on 
Ta vu, trois condilions, parmi lesquelles regalite d'un c6tc 
au moins; pour qu'ils soient semblables, il ne faut que deux 
condilions. Car dans chacun des theoremes II, III, IV, Thy- 
polhcsc consiste en deux egalit^s. 

Si Ton suppose que le rapport de deux c6tes homologues 
soit egal h Tunite^ les cas de similitude pr^oMents se con- 
fondent avec les cas d*egalite. 

110. — Th^or^me V. — Deux triangles sont 5^w- 
blables lorsquHls ont leurs c6t6s paralleles chacun a chacun, 
ou perpendiculaires chacun d chacun, 

Designons par A,B,C, les angles du premier, par A',B',C', 
ceux du second. Deux angles qui ont leurs cdt^s parall^les 
ou perpendiculaires chacun h chacun etant egaux ou sup- 
plemenlaires, Tun des syst^mes de relations suivantes doit 
cxister entre les angles des triangles : 

10 A+A'=2droits. B+B'=2droits, C+C'=2droils. 
2» A=A', B+B'=2droits, C+C'=2droils. 

3» A=A', B=B', d'oi!i C=C'. 

Mais les systfemes !• et ?• sont irapossibles, puisque la 
somme des angles reunis des deux triangles surpasserait 
4 droits. Donc le troisi^me syst^me e»t seul possible, et les 
Iriangles sont semblables (th6(Mr. II). 
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Hi, — Th^reme VI. — Des droites issues (Tun 

fcmepo^nt interceptent sur deux paralleles des longueurs 
"dportioniMUeSj et reciproquement. 







PlG. 152. 






l^Soient OAA',0BB',0CC',etc.,coupanl les paralleies XY, 
XT aux points A, A', B, B', C, C, etc, II s'agit d^elablir la 
suite d'egaliles : 

AB _ BC _ CD _ DE 
A'B' "" B'C' ■" C'D' ■" D'E' ' 

f^e point peut ^tre en dehors des paralleles (fig. 152) ou 
entre les paralleles (fig. 152 bis)] le raisonnernent est le 
m^e dans les deux cas. 

Les triangles OAB, OA'B' elant semblables comme equi- 
angles, il en resulte la proporliou : 



AB 
A'B' 



OB. 
OB'' 



de m&mei le& triaugles OBC, OB'C' etaut semblables, 

BC _ OB 
B'G' ~ OB' • 



L 



13'J 
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Mais cJeux rapports egaux k un troisieme sont e-anx 
enlre eux; donc : 



A'iV 



fiC 
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On prouve de nieme toute la suile des efralites 

2; Supposons que trois poinls A, B, C, soienl pris sur une 

droite X\, et trois points A', B', C. sur une droile VV pa- 

raJlele a la premiere, de telle sorte que 



AB 
A'B' 



_nc 

i]'Li' 



(fig. 152 et 152 bis). Je dis que les droites A'A B'B G'G 
passent par un meme point. Soit le point ou se rencon- 
trent les.rieux premieres; menons OC : cette droite Dro- 
Jongee rencontre X'Y' en un point C/ tel que ron ait • 



AR 



BC 

b'Ci' 



Cette proportion et la precedenle avant leurs trois pre- 
miers termes egaux, ont aussi le quatri^me egal- ainsi C/ 
comcidc avec C, et les points 0, C, C sont en ligne droite 

Uemarque. ^ Ge Iheoreme donne une nouvelic mani^re 



r 
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de partager une droile en parties proportionnelles a des 
longueurs donnees, probleme deja r^solu (^•'QQ). 
Soit AE (lig. 153) une droite kpartager en parlies propor- 




lionnelles k des longueurs donnees w, riy p, q, On trace 
«nedroite X'Y' parallele a AB, et Ton porte sur X^Y^ les lon- 
gueurs consecutives A'B^=m, B'C'=n, C'D'=p, l)'E'=q, 
On trace les droites A'A, E'E, qui se coupent en 0, puis les 
droiles OB', OC, OD', elles partagent AE de la maniere de- 
niandee aux points B, C, D. 

Si ron veut partager AE en parties egales, probleme dejk 
r^solu (n°100),il suifit de prendre les longueurs m, w, p, q, 
egales entre elies, et du reste arbitraires. 

Similitude des polygones. 

112. — Theoreme I. — Le rapport des p&rinietres de 
deux polygones semblables est 6gal au rapport de simili- 
tude, (On appelle P£HIM£TRE d'un polygone la somme de ses 
c6tes.) 

Soient deux polygones semblables ABCDE, A'B'C'D'E' 
(fig. 154). Par hypothese 



AB 


BC 


CD 


DE 


EA 


A'B' 


~B'C' 


C'D' 


"D'E' 


E'A' 



8 
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En appliquani un theoreme connu (1) sur les rapports 
egaux, 011 trouve immediatement : 
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AB + BC + CD + DE-I-EA _ AJ^ 

iVB'+B'C' + C'D'+D'E'+E'A' A'ii' ' 

ce qu'il fallait demontrer. 

i 

i 

113. — Th^or^me II. — Deux polygones /brmes d'un 
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m^me nombre de triangles semblables cbacm d chactm et 
dispos^s de m4me, sont semblables. 

(1) Yoy. EUmenU d*(irWuaUUque^ a* 206, ou EUmenUd^algibre^ n° 84. 
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Soient les deux polygones ABCDE, A'B'G'D'E' (lig. 155), 
formes de triangles semblables. D^abord leurs angles sonl 
egau5f comme sommes d'angles ^gaux, par suile de la si- 
; militude des triangles. v 

Prouvoiis que leurs c6tes sont proportionnels. D'apres la 
similitude des triangles OAB, 0'A'B', 

AB __ OB 
A'B' ~ 0'B' • 

De mj^me, d'apr^ celle des triangles OBC, O^B^C, 

BG _ OB 
B'G'""0'B'* 

OB 
d'oii, k cause da rapport Ty^ commun a ces deux propor- 

tions, 

AB BG 

A'B' " B'G' * 

Le theor^me est donc demontr^, 

114. — Th^orcnic in. — Reciproquement, deux poly- 
gones semblables peuvent se decomposer en un meme nombre 
de triangles semblables chacun a chacun. 

Soient deux polygones semblables ABCDE, A^BrVD^E' 
(fig. 155 bis). Prenons dans le premier un point quelconque 
0,et joignons-le par des droites k toas les sommets. Tra- 
(jons dans le second les droites A'0', B'0',faisant avec A'B' les 
angles B'A'0', A'B'0' egaux respectivement a BAO, ABO, et 
joignons ieur point de renconlre 0' a tous les sommets du 
second polygone. II s'agit de prouverque les deux poly- 
gones sont decompos^s en triangles semblables. 

D'abord les triangles OAB, 0'A'B' sont semblables comme 
ayant deux angles egaux par construclion. Considerons 
ensuite les triangles OBG, 0'B'C'. 

Angle ABC = angle A'B'C' 

comme appartenant a des polygones semblables. 
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Angle ABO = anglc A'B'0' 



•1 



. par conslruction. Retranchant ces deux egalites membre a 
membre : 

Angle ABG — angle ABO = angle A'B'C' — angle A'B'0', 

ou 

Angle OBC = angle 0'B'C'. 

Les deux triangles ont donc un angle ^gal. De plus cet 
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angle est compris entrec6t^s proportionnels. Car d*apresla 

OB 
similitude des triangles OAB, 0'A'B', le rapport 7yn, est egal 

AB 
a Yf^, rapport de similitude des polygones, et par suite a 

57777. Donc les triangles OBC, 0'B'C', sont semblables 

(theor. in, n*» 108). 

On prouve de m^me successivement la siroilitude des 
autres Iriangles. 

Remarque. — Les points et 0' s'appelleiit p6les de simi- 

LITUDE. 
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Deux polygones serablables ont une infinil6 de piies de 
similitude. (Sir le point etant pris arbitrairement dans 
Tun, nous venons dlndiquer la construction du p61e 0' 
homologue dans 1'autre. 

On peut prendre pour p61es de similitude deux sommets 
A, A' : alors pour decomposer les deux polygones en 



B 
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triangles semblables, il suffit de mener toutes les diago- 
nales issues des sommets A et A' (fig. 157). La demons- 
tion est la m^me. 



115. — Probli^ine, — Construire stir tme droite 
donnee unpolygone semblable d unpolygone donn^, 

Soit k faire un polygone semblable k ABCDE {Vig. 156 
bis), en prenant la droite donnee A'B' commec6le homo- 
logue de AB. Faisons les angles A'B'C', B'A'G' respeclive- 
ment ^gaux k ABC, BAG. Le triangle A'B'G' ainsi d^ter- 

8. 
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mine est semblable k AB€ (theor. II, n"^ 107). Faisons de 
mdme sur A'G' le triangle A'G'D' semblable k ACD, et snr 

B 
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A'D' le triangle A'D'E' semblable k ADE : les deux poly- 
gones A'B'C'D'E', ABCDE sont semblables comme formes 
de triangles semblables chacun a chacun et dispos6s de 
m^me. 



r 



CHAPITRE IV 
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116. — D§fliiition. — Etant donnes dans un plan une 
figure F formee d'un nombre quelconque de points A, B, 
C, D... et un point fixe (fig. 157 et 158), si Ton joint le 
point k tous ces points par des droites indefinies et qu'on 
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porle sur ces droites des longueurs OA', OB', OC, OD^.. 
qaisoient toutes daas un m^me rapport donne k avec les 
longueurs OA, OB, OC, OD..., en sorte que 

oa;_ob'_oc^_od; _. 

OA ~0B ""OC ~od ' 

la figure F' form^e par les points A', B', C,D'... est dite 
homotMtique de F. 
L'homoth6tie est directe si les loogueurs OA^, OB'... sont 
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de m^me sens que les longueurs correspondantes 0\, OB. .. 
(fig. 157), inverse si elles sont de sens contraire (fig. 158). 
Le point s'appelle cenlre d^homothMe, le rapport k 
rapport cThomoth^tie, Deuxpointscorrespondantstelsque 
A, A' sont dils homologues. Deux droites AB, A'B' joignant 
respectivemenl deux points de la figure F et leurs homo- 
logues de la figure F' sont appel6es droites homologues. 




FiG. 158. 

117. — Comtruction des points homologues, — Deux 
droiles homologues, AB, A'B' sont paralleles. Car les 
Iriangles OAB, OA'B' (fig. 157 et 158) ayant en un angle 
egal compris entre c6tes proportionnels, d'apr^s Tegalite 

j^ z= py^, sont semblables. Donc les angles OAB, OA'B' 

sont egaux, d'oti r^sulte le parallelisme des droites 
AB', A'B'. 

Des lors quand on connait la figure F et le centre d'ho- 
molhelie, il suffit de connaitre Thomologue A' d'un seul 
point A pour construire aisement tous les points de la 
figure F'. Pour obtenirie point B' homologue dupoint B, 
il n'y a qu'a mener par le point A' la parallele A'B' h, AB 
jusqu'^ son intersection avec la droite indefinie OB. 
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lEDSuite pour construire rhomologue C du point C, on 
m^nera jusqu'^ la rencontre de la droite indefinie AC, 
soit par le point A' la parallele A'C' ^AC, soitparle point 

[ B' la parallele B'C' k BC, et ainsi de suite. 

f 118. — Figure homothetique d'une droite. — Soit une 
droite X (fig. 159 et 160). Supposons qu^on ait construit, 




OA' 
d'apr6s r6galite7rY- = A;, le point A' homologue d'un 

quelconque de ses poinls A. Pour obtenir Thomologue 
d'un autre point quelconque B, il suffit, d'apres ce qui 
precMe, de mener par le point A' la parallele A'B' k AB 
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jusqu'Si son interseclion avec la droite indefinie OB. On 
voit donc que tous les points homologues des points de la 
droite X sont sur une m^me droite X' menee par A' 
paraliMement a X. Cette droite X' est la figure homothe- 
lique de la droite X. 

119. — Figure homotMtique d'un polygone, — Soit le 
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polvgone ABGDE, O le centre d'homoth^tie (fig. 161 et 

i6i. 
Supposons qa*on aiicoDStrnil le point A' honiologue da 

point A. Le cAie AB a pour homologue la droile A'B' 

paralleie Si AB et terminee 
^ la droite indefinie 06; le 
c6te BC a pour homologue !a 
droite hC paraliele a BC et 
terminee a la droite OC, et 
ainsi de suite. Ces paral- 
leles forment le polygone 
A'B'C'D'E' qui est la figure 
demandee. 

Le polygone A'B'C'D'E' est 
semblable au polygone A6C 
DE. En effet ils ont leurs 
angles ^gaux comme ayaut 
leurs e6i€s parall^Ies et de 

m^me sens ou de sens contraire sniirant que rhoino- 
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thetie est directe ou inverse. De plus les triangles OAB, 
OA'B' sont semblabies comme equiangles.Donc 

A^_OA'_OB'_, 
AB ~OA~OB — ^" 
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I De meme : 

f B'G _ OW _ j^ 

BC~OB— '^' 

ei ainsi de suiie, on en conclui : 

- A^B^_B^C^_G^D^ 
AB BC~~ CD--- 



k. 



Ainsi les deux polygones soni semblablescomme ayani 
leurs angles ^gaux et leurs c6tes homologues propor- 
lionnels. 

Donc la figure homoth^tique d'un polygone est un 
polygone semblable. 

120. — Probleme. — Construire sur une longueur 
donnee K'B' nn polygone semhlable a un polygone dam^ 
ABCDE. 

Ge probl^me, que nous avons d6j^ resolu (n<» 115), se 
traite facilement par la theorie de rhomolhetie. II n'y a 
qu'^ placer la droiie donnee A'B' parallMemeni ^ AB, soii 
de m^me sens (fig. 161), soit de sens contraire (fig. 162), 
ei k faire la construction precedente. Le polygone 
AB'C'D'E' qui en resulte est le polygone demand^. 

121. — CoROLLAiRE. — Daux polygones semblables dont 
les cdtes homologues sont paralleles, sont homothMques. 

Soieni deux polygones semblables ABGDE, A'B'G'D'E', 
dont les c6tes homologues soni parall^Ies, de m^me sens 
(fig. 161) oude sens coniraire (fig. 162). Tragons lesdroiies 
AA',BB' jusqu'SL leur poini de renconire 0, et faisons, 
d'apr6s la consiruciion pr6c6dente, en prenani comme 
cenire d'homoih6iie, le poIygonehomoih^iiquedeABCDE 
ei ayani A'B' comme homologue de AB. Ce polygone 
homoiheiique esi semblable k ABCDE, il esi donc 6gal k 
AB'G'D'E' puisqu'ils oni le c6te A'B' commun. Comme 
d'aillears ses c6ies soiii respeciivement parall^les k cen 
de ABCDE, il se coofond avec A'B'C'D'E'. 



\ 
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*r^ hnnari^ri^ ,/„^ r»«r*r. _ Soil la ! 

:-!i'^-^ i:i-£ii.:.::iede. Sapposons qu on ait . 
T coDslrait le poinl A' 

homolo^rue dun de 
ses points A, d^apres 

le^le^^zzzfc. On 

construira rhomo- 
logue dan autre quel- 
conque de ses points 
R en meDant A'B' 
paralieie a AB (fig. 
It^ et 164 , jusqua 
son intersection en B' 
avec la droite OB. 
En repetant la meme 
p.::ir autant de p.Mnts quon voudra de la 
c.ienura de- Tw^?r^< ai:>si rapproehes quon 

T 



-^. 







\ 
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voudra; enlesjoignantparun trait eontinu, on obtiendra 
uno courbe S' qui est rhomologue de S. 
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II est k remarquer que d aprfes celltconsiruction m^me 
ievLK secantes homologues A6, A'B' sont parall^les. Fai- 
; 8ons tourner la secante AB autour du point A jusqu'^ ce 
que son second point d'intersection B avec la courbe se 
confonde avec le point A : elle devient alors la tangente 
Tkla courbe S en A. En m^me temps, dans la figure 
homoth^tique le point B' se confondra avec le point A' et 
lasecante A'B' deviendra la tangente T' h la courbe S'. 
Puisque les secantes AB, A'B' sont eonstamment paral- 
l^les, les tangenies, qui en sont les limiles, le sont aussi. 
Donc les tangentes d deux conrbes homologiies en des points 
homologues sont paralUles, 

123. — Courbes semblables. — Lorsque deux courbcs 
sont homolhetiques, si Ton iransporte Tune d*elles en une 
position quelconque, elle est diie semblable k la premiere. 
Nous parvenons ainsi k la noiion d'une courbe semblable 
k une courbe quelconque. 

124. — Ftgure homothHique d*une circonference. — Soit 
unc circonference C, le centre d'homoth6tie. Prenons 
sur la circonference un point quelconque M et cherchons 
le lieu g6ometricfue de son homologue M' (fig. 165 et 166). 
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Menons la droite M'C' parall^le k MC jusqu'k son intersec- 
tion en C avec la droite OC. Les triangles OCM', OCM soni 
semblables, d'ou 

oc'_cm;_om'_, 

OC ~ CM — OM"'^' 
PoRGBOic. — G6oni6trie plane. 9 
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D apr^s ces ^galiiis, OC a uoe longueur fixe, el lepoinj 
C est (ixe, c'est-di-dire ne depeiid pas de ia position 
poinl M. Ensuite GM, rayon de la circonference donneej 
^tant une longueur inrariable, ie numerateur CM' esl 
aossi invariable. Donc le point M' est sur une circonfe- 
rence decrite du point C cornme centre, avec un rayon' 

CM' 

CM' determine par regalite -t^ = k. 

Reciproquement tout point M' de cetle circonference 
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est rhomologue d'un certain point de la circonf6rence C. 

Car si l'on cherche Thomologue d'un pareil point M', en 

i 
prenantle m^me cenlre d'homoth6tie elxpour rapporl 

d'homothetie, on trouve de la m^me mani^re qu'il est sur 
la circonference C. 

Ainsi la figtire homothetique d'une circonfirence y soit 
directement, soit inversement^ est une circonf^rence, 

125. — Reciproquement deux circonfdrences donn^es 
sont homoth^tiques Vune de rautre, a la fois directement et 
inversement. 

Soient en effet deux circonferences donnees G, G. 

1° Menons deux rayons quelconques, GM, G'M' parall^ies | 
et de m^me sens (fig. 167) et menons la droite MM' 
jusqu'au point od eile coupe la droite CC. Les triangles 
OCM' OCM sont semblables, d'oii 

OG' G'M' OM' 



OC "" GM -" OM 



j 
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L'^gaiit€ dhi premier et du second rapport prouve que 
point O est un point fixe, puisqu'il n'y a sur la droitc 
lefinie CC'-,q«'un point situeen dehors de rintervalle CC 
determinant deux segments 0C\ OC de rapport donne 

iTj . L'egalite du troisieme rapport et du deuxi^me prouve 

ii'ailleurs que les deux ceTcles sont homothetiques, avec 
lepointO comme cenlre d'homothetie«directe. 
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2**Menonsdeux rayons paralleles etde sens cenlraire CM, 
CM", et tragons la droite MM" qui coupe CC en Oj. Les 
feux triangles 0,C'M'', 0,CM sonl semblables, d'ou 

Ofi— CM — "iD^M • 



On en conclut de la meme mani^re que 0, est un point 
8xe et est centre d'homothetie inverse. 

En r^sume les droites quijoignent les extHmt^s des deux 
rayons parallMes qmlconques trac6s dans deiix cerctes, 
ians le mSme sens ou dans des sens contraires, coupent la 
Ugne des centres en denx points fixes, qui sont les centres 
(homotMtie directe et inverse des deux cercles. 

Toutefois si les deux cercles sont egaux, la droite qui 
joint les exlremites de deux rayons paralleles et de m^me 
sens est parall^le k la ligne des centre^, et le centre 
d'ht)mothetie directe est rejete k llnfini. 
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126. — Probleme. — Mener nne tangente conmnne d 
deux cercles. 

Ce probleme, dejk r^solu au n^ 95, peut se trailer aise- 
menl par rhomothelie. 

l"* Soil d'abord uoe tangente commune exterieure dont 
lcs poinls de contact sont A et A' (Og. 168). Les rayons 
CA, C'A' sont paraileles et de m4me sens, comme perpen- 
diculaires a celte tangente. Donc la droite AA' passe par 
ie centre d'homothetie directe 0. Ainsielleestdeterminee 
par les deux condilions de passer par ce pointO etd'^tre 
tangente k Tun des cercles, celui qu'on voudra. D oii la 
construction suivante : 

On commence par construire le centre d'homolheUe 
directe, par l'intersection de la ligne des centres et de 
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deux rayons quelconques parall^ies et de m^me sens, 
(n** precedent), puis par ce point on m^ne une tangent( 
^Tun des cercles : elle est tangente commune. 

Si le centre d'homothelie directe est exterieur k rui 
des cercles, il y a deux solutions; et d*ailleurs s'il y 
deux solutions, le point ne peut ^tre qu'exterieur au^ 
deux cercles : on en conclut que s'il est exterieur k Yun\ 
des cercles, il Test aussi k Tautre. 

2"" Soit une tangente commune int^rieure 4ont les 
poinls de contact sont B et B^ On voit de meme quelaj 
tangente commune inteiieure passe par lecentre d'homo-i 
thelie inverse 0,. 

On commence donc par construire le centre d'homo-| 
th^tie inverse, par Tintersection de la ligne des centresj 



PANT06RAPHE. 



149 



r 

[ el de la droite qui joint les extremit^s de deux rayons 
I quelcooques parall^les et de sens conlraire. Puis par ce 
' point on m^ne une tangenle k Tun des cercles : elle est 
tangente commune. 

Le centre d'homothetie inverse, s^il est cxterieur k Tun 
des deux cercles, l'est aiissi a Taulre, d^apr^s ies raisons 
donnees pour le centre d'homothetie directe. 

PantograplLe. 

127. — On a souvent besoin de faire une figure semb/able 
k une Hgure planc donnee. C*est ce que Ton obtient 
facilement par le pantographe, quellc que soit la figure 
plane ou le dessin k reproduire. 

Pour concevoir ie principe de cet appareil, imaginons 
un parallelogramme articule ABCD (fig. 169), c'est-a-dire 
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un parallelogramme dont les cotes sont des tiges rigides, 
mais peuvent tourner sur des pivots disposes aux quatre 
sonimels, en sorte que les anglessont variables h volonte 
Les tiges AB, AD se prolongentau del^ des sommets B et 
D. Prenons sur le prolongement de AB un point fixc E, et 
concevons la droite EC qui, prolong^e, rencontre en F le 
prolongemenl de la lige AD. Les triangles EBC, CDF sont 
semblables comme equiangles, d'ou la proportion 



EB_BC 
CD""DF 



(1) 



Ainsi DP est la quatrieme proportionnelle aux trois 



1 
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loDgueurs EB^ CD, BC qui sont invariables, e'est«a-dire 
que, si ioD fait jouer les articulations, )a droite E€ vieBt 
rencoutrer le proloDgemeDt de AD en un poi«it (ixe F. De 
plus, par la similitude des triangles EB4!^ EAF, 0« a 



EC 



BC 
AF 



(2) 



Si donc on laisse fixee sur une planchette la tige ABE, 
el que grace au jeu des artieutatioiis on fasse decrire au 
point F uno courbe queiconque sur cette pianchette, le 
pointCdecrit une courbe homothetique, E etantlecentreet 

^,le rapporl d'homothetie. 

En consequence on adapte au point F une pointe s^che 
et au point C la pointe (l'un crayon. On applique sur la 
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planchette le contour k reproduire, et oa le fait parcourir 
par la pointe F : la pointe de crayon C d^crit le contour 

homothetique. 

BC 
De cette fagon le dessinestreduitdanslerapport jp.Si 

Ton veut au contraire Tagrandir, on met en C la pointe 
s^chc et en F la pointe du crayon, et on fait parcoiirir le 
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contour par la pointe seche. Le crayon F trace un contour 

AF 
homothetique agrandi dans le rapport^-rr. 

On peut faireprendrekvolontele rapport d^homoth^lie 

k. Car d^apres la proportian, il sufftt de calculer AF de 

BG 
maniere que T-p?= &. Si par exemple on veut reduire le 

dessin dans la proportion de 1 ^ 2, on prendra AF double 
de BC, ou de AD. D^ailleurs les positions des points E,F 
sont reliees par la relation (1) qui permet de calculer EB 
connaissant la position du point F ainsi que les c6tes du 
parallelogramme arlicule. Des divisions que portent les 
tiges AB et AD proiongees permettent d'associer imme- 
difaiement \es points £ et F. Ces divislons sont lelles que 
lorsqpie le paint E occupe une certaine division sur la tige 
AB, le point F doit occuper sur AD la division portant le 
mdme numero. 
La figure 170 repirdsenie rinstrument. 



CHAPITRE V 

DES LIG5E3 TR[G050XCTRIQUES 

D L5 A3GLE 



i^, — DefinitionM de$ miu, esnmms^ tmm§ente et cotau- 
¥jfffffe. — Soitd'abordanaB^eai^jrOy(%. ITl^. Prenons 
ma ift cotp (>ff an point qnekoaqiie M et abaissons la 

PM OP PM OP 

p<> rpettdiculaire MP sur Oar. Les rappoHs jj^ , qjj, ^, p^, 

nont independanU de la posiUon da point M sor Oy. Car 




n\ ron pNuid Hur 0// un second point M,, et qu^on abaisse 
ift iirjrpimdiculairc M,Pj sur Ox, les triangles OPM,0P,M, 
Moril MomhlablcB, d*o(i 



PM 

P,M. 



OM 
OM. 



OP 
OP,- 



DiuiH la prctnidre de ces ^galites de rapports, interver- 

PM P M 

ll^noiiM lcM nioyons, nous avons : q^ = ^^\ ce qui monlre 

iliu) U) proinior rApport ost ind^pendant de la position du 



j 
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I point M sur Oy, et on le voit de m^me pour chacun des 
autres rapports. 

Le rapporl^s'appelle le sinus de rangle xOy. Aiiisi 

PM . ^ /n 

j^ = sinar02/. (1) 

Le second membre s'enonce : siims xOy. 

OP 

Le rapport pjr| s appellc le cosims de l'angle. Ainsi 

— = cosxOy. (2) 

Le second membre s'enonce : cosinus xOy, . 

PSI 

Le rapport ^ s^appelle la langente de Tangle : 

^ = tangj?Ot/. (3) 

Enfin le rapport inverse s'appelle la cotangenle de 
Taugle : 

OP 

p^ = cota?0!/. (i) 

Les quatre 6galit6s peuvenl encore s'ecrire, en multi- 
pliant par les denominateurs : 

PM = OMxsina?OT/ (5) 

OP = PMxcosxOt/ (6) 

■pM = OPxtanga:Oj/ (7) 

OP = PMxcotxOy. (8) 

D'oti lesquatre theor^mes suivants : 

Dans toiit triangle rectangle 

1° et 2*» Chaque c6t6 de Vangle droit est egal au produit 
de Vhypot^nuse par le sinus de Vangle oppose d ce cdte de 
Vangle droit ou par le cosinns de Vangle aigu adjacent. 

3^ et 4° Chaque c6t6 de Vangle droit est egal au pi^oduit 

9. 
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de rnutre par ta tangente de Fangle oppo^^^ an premer m 
par la cotangente de rangle aigu adjacent. 

Ces quatre th^or^mes ae sont d'aillears autre chose 
que les defMiitions, sous une autre forme, du sinus, du 
cosinus, de la tangente et de la eotangente d'un angle 
aigu. 

129. — Soit maintenant un angle obtus xOz, de mtoe 

sommet que le precedent, et place du in^me c6le par 

rapport k la droite Ox (fig. 171). Prenons encore sur le 

c6le O^ un point quelconque M', et abaissons la perpen- 

diculaire M'P, sur le prolongement Ox' de Ox. 

, , P'M' OP' FM' OF , . ,^ 

Les rapports -^,, g^, ^-p , pTjjr, sont encoreindepen- 

danls de la position du point M sur Oz, et ils s*appellent 
encore le sinus, le cosinus, la tangente et la cotangente- 
de l'angle x02. Toutefois une remarque importante est 
necessaire. Les vecteurs OP, OF etant de sens contraires 
sur la droite x'x^ dorvent, d^apr^slesprincipesde Talgebre, 
^tre consideres comme de signes contraires. On regarde 
comme positif OP, qui correspond h Tangleaigu; OP qui 
correspond k Tangle obtus, est donc negatif. Les vecteurs 
paralleles PM, P'M\ etant de m^roe"*ens, sont de m6me 
signe : on les regarde comme positifs. Quant au vecteur 
OM, ou OM', comme il est susceptii)te mm de deux sens 
opposes, mais d'une iniinite de sens, il ny a pas lieu de 
le regarder comme susceptibte de deux signes opposes : 
on le regarde comme toujours positif. 

D'apres ces consid^tions, le sinus d'un angle obtus 
estpositif ainsi que celui d'un angle aigu; le cosinus, la 
tangente et la cotangente d un angle obtus sont negatifs, 
tandis qu'ils sont positifs pour un angie aigu. 

130. Simis, cosinus, tangentes et cotangentes de denx 
angles suppl^mentaires, — Si les deux affglcs xOy^ xO: 
sont siappleinentaires, zOx' snppMmetit de xOz, est egal 
k xOy, II» s'ensuit que si Ton prend 0M' = O]lf, PH' est 
6gal k PM, tandis que OP' est egal h OP mafa de signe 
contraire. D'oix ran voit que r 
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Deu3n anffles mppUmntaires ont meme sinns, et des 
cosinus, tmgente et eotangente egmx et de signes con- 
traires. 

130. — Substitution des droites aux rapports pour repr^-' 
senter les sinus, cosinus, tangentes et cotangentes. — Reve- 
nons au cas de FangTe aigu, puisque celui de l'angle obtus 
s'y ramene. 

Si Ton suppose OMa rueaile de longuenr (fig. 171), les 

PM OP 

rapportSTyTj, 77« se r^duisent aux mesures des segments 

PM, OP. Lepremier de ces segments represente donc le 
sinus de Tangle, et le second le cosinus. 

PM 

Si Ton sttppose 0P=1, ie rapport ^Tp est lamesure du 

segment PM, qui repr^sente alors la tangente. 

OP 

Enfin si PM est 6gal a Tunite, le i^apport p|= est ia 

mesure du segment OP^ qui alors repr^sente la cotan- 
gente. 

Ainsi le sinus, le cosinus, la tangenle et la cotangente 
de Tangle peuvent ^tre representes chacun par une ligne. 
\ussi les appelle-t-on lignes trigonom6triques de Tangle. 

On a imagine ces quantites parce qu'il n'exisle pas en 
g^neral de relation simple entre les c6tes et les angles 
d'un triangle, tandis qu*il en existe entre les c6tes et les 
lignes trigonometriques des angles. Ainsi les lignes tri- 
gonometriques donnent le moyen d'introduire les angles 
dans les calculs relatifs aux triangles. 

131. — Variations des lignes trigonom^triques. — On voit 
sur la figure, en supposant par exemple 0M = 1, que le 
sinus OP d'un angle ocOy est nul quand Fangle est nul, et 
que le sinuscroit jusqu'^ Tunite quand Tangle croit jusqu'^ 
un droit. Quant au cosinus OP, il est egal k Tunit^ quand 
Tangle est nul, etd^croitjusqu^Siz^ro lorsque Fangle croit 
jnsqu'^ un droit. Ainsi : 

8in0 = 0, sinldroit = i, cosO=ir oos I dfoit = 0. 
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Quaol k la tangenle, qui est represenlee par PM si l'on 
8uppose OP = i, on voit qu'elle est nulle pour un angle 
nul, et qu'elle croit jusqu'k rinfini quand Tangle croit 
jusqu'iL un droit. 

Ainsi : 

lang = 0, tang 1 droil = » . 

La cotangenle estrinverse de la tangente, e'est-^-dire 
le quotient de runit^ par la tangente. II en resulte qu eile 
est inQnie pour un angle nul, et qu'elle d^croit jusqu'^ 
zero quand Tangle croit jusqu'^ un droit : 

cot = 00 , cot 1 droit = 0. 

132. — Rapports des lignes trigonomHriques de deitx 
angles compl^mentaires, — Lorsque deux angles sont 
compl^mentaires, le sinus de Tun est le cosinusde Tautre 
et ia tangente de Tun est la cotangente de Tautre. 

Partageons en effet un angle droit xOz en deux angles 
quelconques ^rOj^, yOz (fig. 172). Prenons sur Oy la 




longueur 0M = 1. Le sinus et le cosinus de zOy sont QM 
et OQ, ou encore OP et PM, c'est-Si-dire le cosinus et le 

sinusde xOy. La tangente de zOy est^Tr, ou encorep^, 
ce qui est la cotangente de xOy. 
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I 133. — Rapports des lignes trigonometriques d'un mime 
mgle, — Observons encore que la tangente de Tangle 
aiguicOy, que nous designerons par a, 6tanl ^gale par 

definition a r^, n'est autre que ; de ineme la cotan- 

OP ^ cosa 

gente, etant egale ^prii nest aytre que-: — -, d'ou les 

formules : 

. sina >o\ 

tang a = . (9) 

® cosa . ' 

. cosa /.n\ 

COta = -: — . (10) 

sma ^ ' 

Ces formules sont vraies aussi pour unangle obtus. Car 
un tel angle peut se representer par ^ — a, a etant aigu. 
Or tang (2** — a)= — tanga, ce qui peut s'ecrire 

X laA \ sina 

tang (2^ — a) = . 

° ^ ' — cosa 

Mais sin a est egal h. sin (2** — a), — cos a est egal k 
cos(2^ — a). Donc 

be m^me pour la cotangenle. 

Enfin si Tangle xOy vaut la moitied'un droit, le triangle 
rectangle OPM a ses deux angles aigus egaux, puisque 
leur somme vaut un droit, et que Tun xOy est la moiti^ 
dun droit. Ainsi les c6tes opposes h. ces angles aigus sout 
egaux, c'est-^-dire que le sinus et le cosinus de Tangle 
sont ^gaux. D'ou il resulte d'apres les formules (9) et (10) : 

1 1 

tang 5 droit = 1, cot ^ droit = 1. 
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PROPRIETES DD TRIANGLE RECTANGLE 



134. — Th^oreme I. — Dans tout triangle rectangley 
si lon abaisse une perpendiculaire du sommet de ran§le 
droil sur Vhypot&nu^ey 

1* Cette perpendiculaire partage le triangle en deux 
triangles semblMes au triangle proposi et semhlables 
entre eux; 

2'* Cette perpendiculaire est moyenne proportianneUe 
entre les deux segments qu'elle ditermine sur Vhypot^nme; 

3° Chaque c6ti de Vangle droit est moyen proportionnel 
entre Vhypot^nuse entiere et le segment adjacent d ce c6te. 

Soit le triangle rectangle ABG (fig. 173), AD b perpendi- 
culaire abaissee du sommet de Tangle drcit sur 1'tiypote* 
nuse. 

l*" Les deux triangles ABD, ABC sont somblables comme 
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ayant deux angles egaux chacun k chacun, savoir Tangie 
droit et Tangle B c^mmun. U en r^sulte regalile du troi- 
sieme angle, BAD = G» 
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I Par une raison semblable^ les deux triangles ACD, AC6 
sont semblables, et Tangle DAC = B. 

En consequence, les deux triangles partiels BAD, CAD^ 
ayant leurs angles egaax, sont semblables. 

2* La simiUtude des triangles ADB, ADC (od les cdtes ho- 
mologues se reconnaissent k ce qu*ib sant opposes aui 
angies egaux) donne la proportion : 

BD_AD 
AD "" DC ' 

Le produit des extrSmes ^tant egal au produit des moyens, 
cette ^galite peut encore s'ecrire : 

AD' = BD X DC. (1) 

3^ La simililude des triangle& ABD, ABC donne la pro- 
portion : 

BD_AB 

AB ~ BC ' 

Cette ^galit^ peut encose s'^crire : 

AB' = BDxBC. (2) 

On prouve de m^me : 

A?=DCXBC. (3) 

CoROLLAiRB L — Les can'48 des c6U$ de Vangle droit 
sont proportionneh aux segments adjacents de Vhypote- 
nuse. 

Car les egalit^s (2) et (3) divisees respectivement par BD 
el DCy doQnent ; 

d'ou 

AB^_Ar/ 
BD"" W 
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D'apr^s ces ^galit^s, OC a une longueur fixe, el lepoint 

C est fixe, c'est-^-dire ne depend pas de la posilion da 

pointM. Ensuite CM, rayon de la circonference donaee, 

^tant une longueur inTariable, le numerateur C'M' esi 

anssi invariab)e. Donc le point M' est sur une circonfe- 

rence decrite du point C comme centre, avec un rayon 

C'M' 
C'M' determine par Tegalite -ttjj- = k. 

Reciproquement tout point M' de cetie circonfereQce 
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est lliomologuc d'un certain point de la circonf^rence €. 
Car si l'on cherche Thomologue d'un pareil point M', en 

prenanl le m^me cenlre d'homoth6tie et -r pour rapporl 

d'homothetie, on trouve de la m^me mani6requ'ilestsur 
la circonference C. 

Ainsi la figure homothetique d'une circonf^rence, soit 
directement, soit inversement, est une circonf^rence, 

125. — Reciproquement deux circonf6rences donn^es 
sont homoth^tiques Vune de Vautre^ a la fois directement et 
inversement, 
Soient en effet deux circonferences donnees C, C 
1® Menonsdeuxrayonsquelconques, CM, C'M' paralleles 
et de m^me sens (fig. 167) et menons la droite MM' 
jusqu'au pointO oti elle coupe la droite CC. Les triangles 
OCM' OCM sont semblables, d^ou 

oc;__cm;_om' 

OC "" GM ■" OM • 
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L'^gaiit^ du premier et du second rapport prouve que 
«poinl O est un point Vixe, puisqu'il n'y a sur la droite 
definie CC',qti*un point situeen dehors de rintervalle CC 
determinant deux segments 0C\ OC d« rapport donne 

fVM/ 

fu • L'egalite du troisieme rapport et du deuxieme prouve 

^d'ailleurs que les deux ceTcles sont homothetiques, avec 
lepointO comme cenlre d'homothetie»directe. 
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2°Menonsdeuxrayonsparall^lesetdesenscenlraireCM, 
CM", et traQons la droite MM" qui coupe CC en Oi- Les 
[deux triangles 0,C'M", 0,CM sont semblables, d'ou 



o£ _ c;ir ___ o^ 

OiC ~ CM ~ 0,M 



On en conclutde la meme mani^re que 0, est un point 
ixe et est centre d^homothetie inverse. 
\ En resum6 les droites quijoignent les extr^mtes des deux 
fayons parallMes qmlconqnes tracSs dans detix cercies^ 
dans le mSme sens ou dans des sens contraires, conpent la 
ligne des centres en denx points fixes, qui sont les centres 
ihomothetie directe et inverse des deux cercles. 

Toutefois si les deux cercles sont egaux, la droite qui 
joint les extremites de deux rayons parallMes et de meme 
sens est parall^le a la ligne des centre^, et le centre 
d'homothetie directe est rejete h. llniini. 
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126. — Probldme. — Mener nne tangente conimune i 
deux cercles. 

Ce probl^me, dejk r^solu au n^ 95, peut se trailer aise- 
ment par l'hoihothetie. 

l"* Soit d'abord une tangente comniune exterieure dont 
lcs poinls de contact sont A et A' (Gg. 168). Les rayons 
CA, C'A' sont paraileles et de m^me sens, comme perpen- 
diculaires a cette tangente. Donc la droite AA' passe par 
ie centre d'homothetie directe 0. Ainsielleestdeterminee 
par les deux condilions de passer par ce pointO etd'6tre 
tangente k Tun des cercles, celui qu'on voudra. D'ou la 
construction suivante : 

On commence par construire le centre d'homolhelie 
directe, par l'intersection de la ligne des centres et de 
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deux rayons quelconques parall^les et de m^me sens, 
(n** precedent), puis par ce point on m^ne une tangente 
kViin des cercles : elle est tangente commune. 

Si le centre d'homothetie directe est exterieur k i'un 
des cercles, il y a deux solutions; et d'ailleurs s'il y a 
deux solutions, le point ne peut ^tre qu^ext^rieur aux 
deux cercles : on en conclut que s'il est exterieur k Tun 
des cercles, il Test aussi a Tautre. 

2'' Soit une tangente commune interieure dont les 
points de contact sont B et B'. On voit de meme que la 
tangente commune interieure passe par lecentre d'homo- 
thetie inverse 0,. 

On commence donc par construire le centre d'homo- 
thetie inverse, par Tintersection de la ligne des centres 
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fetdela droite qui joint les extremiles de deux rayons 
quelconques parall^les et de sens contraire. Puis par ce 
point on m^ne une tangente k Tun des cercles : elle est 
tangente commune. 

Le centre d'homothetie inverse, s'il est cxterieur h Tun 
des deux cercles, Test aussi a rautre, d^apr^s les raisons 
donnees pour le centre d'homolhetie directe. 

Pantographe. 

127. — On a souvent besoin de faire une figure semb/able 
k unc figure plane donnee. Cesl ce que Ton obticnt 
facilement par le pantographe^ queilc que soit la figure 
piane ou le dessin k reproduire. 

Pour concevoir le principe de cet appareil, imaginons 
un parallelogramme articule ABCD (fig. 169), c'est-a-dlre 




un parallelogramme donl ies cotes sont des tiges rigides, 
mais peuvent tourner sur des pivots dispos^s aux qualre 
sommels, on sorte que lesanglessontvariables ^ volonle 
Les tiges AB, AD se prolongentau del^ des sommets B et 
D. Prenons sur lc prolongement de AB un point fixc E, et 
concevons la droite EC qui, prolong^e, rencontre en F le 
prolongemenl de la tige AD. Les Iriangles EBC, CDF sont 
semblables comme ^quiangles, d'ou la proportion 

EB__BC ,.. 

GD"~DF- ^^ 

Ainsi DP est la quatrieme proportionnelle aux trois 



elre deCTWona un Aeaa- 
ire ile la denii-circoiife- 
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Car si l*oii mene DG, le Iriangle ADG etanl rectangJe en 
D, le cdle de ran^le droit AD est moven proporlionnel enin? 
lAfielAft, 



I) 



/ 



/ 



y 



y^ 



y 



y 



;<. 



y 



Ih 



B 
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Rbmarque. — La forrnule de la moyenne 
proportionnelle est 



I 

I 



AD 



= i/m X n. 



n 



Lime ct rautreconstruction peuvent donc servir ftobtenir 
une droite satisfaisant k celte relation» tn ct n repr^sentaul 
des droites donuees. 
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PROPRlfiTfiS DES TRIANGLES QDELCONQUES 



137. — D^lliiitions. — On appelle projection d'un 
point A sur une droite XY le pied k' de la perpendiculaire 
abam^e de ce point sur la droite (fig. 177). 

On amelle projbction d*une droite AB $ur une droite XT 



X 



FlO. 1T7. 



la distance X'W entre les prqjedions des deux extr^mit^ 

de la premidrp^ (fig. 178). 




A 



A 



B' 
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Si la droite AB a une de ses extr^mites A sur la droite 
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iXT) il est clair qae le point A ^tant k lai-m^me sa prapns 
proJecUon, la projection de AB est AB' (fig. 179). 

B 
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138. — Tli^opeme I. — Le carrS fun c6W oppose d 
un angle aigu d'un triangle est egal d la somme des carr6s 
des deux autres cdt^s, diminu6 de deux fois le produit de 
run de ces c6t6s par la projection de Vautre c6te sur 
celui'Ci. 

Soit, dans le triangle 
ABC (fig. 180), A un 
angle aigu. Nous vou- 
lons trouverune expres- 
'Sion du c6te BC. Pour 
cela, abaissons la per- 
pendiculaire CD sur AB. 
Appliquons le theoreme 
de Pylhagore au trian- 
gle rectangle BDC : 

A D B 

BC = CD -}- BD . Fio. 180. 

Mais 

BD = AB — AD, 

d'ou, en elevant au carre, 

BD' = AB' — 2 AB X AD + AD'. 
Remplacons BD* par oelte valeur dans la premi^e egalit6 : 

BC' = CD' + AB' — 2 AB X AD + AD' . 
Remarquons maintenant que la somme CD^ + AD^, qui se 
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trouve au second membrey peut se remplacer, d'apr^s le 

th^or^me de Pythagore, par AC , en sorte que i'egalile pre- 
c^denle peut s'ecrire 

BC^AB^ + AG* ~2ABX AD, (i) 

ce qu'il fallait demontrer. 

139. — Th^or^me II. — Le carr6 d'un c6U oppo$i d 
un angle obtus d'un triangle est 6gal d la somme des carr^ 
des deux autres cdt^s, augmentee de deux fois le produit 
de run de ces c6t6s par la projection de Vautre sur celui-ci. 

Soit, dans le Iriangle 
ABC, A un angle obtus 
(lig. 181). Nous vou- 
lons encore obtenir 
une expressioii du c6le 
BC. Pour cela nous 
abaissons de m^me la 
perpendiculaire CD sur 
BA prolonge. Comme 
dans le theoreme pre- 
cedent, 

bc' = cd'h-bd'. 
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Mais 

BD = AB + AD, 

d'ou, en ^levant au carre, 

BD* = AB*+ 2AB X AD + AD*. 

Remplac-ons BD^ par cette valeur dans la premi^re egalit^ : 

BC* = CD* + AB* + 2 AB X AD + AD*. 

La somme CD* -(- AD*, qui figure dans le second membre, 
peut se remplacer par AC^, et il vient alors 

BC' = AB' + AC* + 2AB X AD, (2) 

ce qu'il fallait d^montrer. 
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CorollaireI. — Dansle lrianglerectangleADC(fig. 180)^ 
AD = ACxcosA. Ainsi, si Ton designe, pour abreger, 
par «, by c, les c6les opposes aux angles A, B, C, dans le 
Iriangle ABC, Tegalit^ (1) (n^ 138) prend la forme : 

n^=b^-hc^ — ^bccosA. (3) 

I Dans ie triangle ADC (fig. 181), AD = ACcosCAD. 
iMais 1'angle CAD est le supplement de langle obtus CAB^ 
lou A, du Iriangie ABC. Son cosinus est donc egal el de 
Isigne contraire au cosinus de CAD, c'est-a dire que 
iCosCAD=: — cosA, et AD = — AC cos A. L*egalile (2) 
[{n* 139) prend ainsi la forme (3), qui s'applique si Tangle 
iA est obtus aussi bien que sMl est aigu. 
\ CorollaireII. — D^apres le llieoreme de Pythagore etles 
\(\o{\\ qne nous venons d'elablir, le carni d'un c6U fun 
Irnnujic csl 6gal, iiiferieur ou supdrieur d la somme de^ 
carres des deux autres, suivant que rangle oppos6 ou 
premer est droit, aigu ou obtus. 

i! cbt lacile par la, connaissant les trois cdt^s d'uiB 
triangle, de savoir la nalure de Tangle oppos^ a chaque cdte. 
Resolvonr. cellc question sur des exemples numeriques. 

ExEMPLE 1. — Les trois c6t6s d'nn triangle ont respee-- 
tivement 10, 8, et 6 metres, Quelle est la nature de Vangle 
opposi au plus grand c6t6? (Cel angle elanl le plus grand^ 
les autres sont necessairement aigus.) 

Les carres des trois c6tes sont respeclivemenl 100, 64 
el 36. Lc premier carre est ^gai k la somme dcs deux. 
autres. Donc le plus grand angle est droil. 

ExKMPLE II. — Mime queslionsur le Iriangle dont le» 
c6t6s ont 12, 10 et 8 metres, 

Les carr^s des trois c6tes sont respeclivement 144, 100 
t.\ 64i Le premier esl plus pelil que la somme des deux. 
autros : doiic le plus grand angle est aigu. 

ExEMPLE III. — M&me question sur le triangle dont les^ 
c6tH ont 9,1 et 5 mitres- 

Les carres des trois c6t^s sont respectivement 81, 40^ 
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6l 25. Le preinier est plus grand que la somme des deux 
autres : donc le plus grand angle est obtus. 

Rbmarqce. — Les relations (i) et (2) (th^or. I et II de cc 
chapitre) permettent, quand on connatt les trois c6tes d'un 
Iriangle, de calculer la projection d'un c6te sur un autre, 
et par suite la perpendiculaire abaissee d'un sommet sur le 
c6te oppose (ou une haateur du triangle). 

Supposons, par exemple, 80=12-, AC = 10", AB = 8» 
(fig. 180). On reconnait que Tangie A est aigu. Appliquons 
I egaiite Cl) : 

12« = 8« + 10« — 2x8XAri, 
ou 144 = 164 — 16AD 

16AD = 20 
AD = f| = l,25. 

Pour calculer ia hauteur CD, appiiquons ie tlieor^me de 
Pythagore au triangle ACD : 

CD' = A(? — AD", 
Ci)' = 64 — 1 ,5625 = 62,4375, 



CD = J 62,4375 — 7^env?fon 



CHAPITRE Vm 

PROPRIfiTfiS DES GORDES, DES SfiCANTES ET DES 
TANGENTES ISSUES DU MEME POINT 



140. — Theop^me I. — Si par un poinl pris dans le 
plan dCun cercle on mdne diff^rentes s^cantes d ce cercle, le 
produit des segments compris entre le point fixe et les points 
iintersectionde chaque s6cante avec le cercle^ est constant, 

/"' cas. Lepoint fixe, A, est interieur au cercle. 

Soient les deux cordes BG, B'G', menees par ce point 
(fig. 182 -a). TragoDS les droites BB', GG'. Les triangles 
ABB', ACC' sont semblables puisquHls ont deux angles 
^gaux, savoir : 3' et C ^gaux comme ayant tous deux 




Via. 18^. 

pour mesure la moitie de Tarc BG', B et C ^gaux comme 
ayaot tous deux pour mesure la moiti^ de l'arc B'G. ficri- 
Tons ^ue les c6t6s homologues sont proportionnels : 

AB__AB^ 

AG' ~ AG • 
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et, commele produit des extr^mes 6gale celui des moyeas, 

ABXAC=AB'XAC'. 

Cette 6galite a lieu quelle que soit la direction de lacorde 
B'C'; le tb^or^me est donc demontre pour ce cas. 

2* cas. Le point fixe, A, esl 
ext6rieur au cercle. 

Soient les deux secantes ABC, 
AC'B'issuesdu point A (fig. 182-6). 
Menons l£s droites BB', CC. Les 
deux triangles ABB', ACC sont 
semblabies parce quHls ont deux 
angles egaux, savoir : Tangle A 
commun, et les angles C, B'egaax 
comme ayant tous deux poar 
mesure la moiti^ de l*arc BC. 

£crivons que les c6t6s homolo- 
gues sont proportionnels : 

AB ___ AB' 

AG^^AC' 




Fio. 18-2 6. 



d'oti 



ABXAC=AB'XAG'. 



Cette egaiite a lieu quelle que soit la direction de las^- 
cante AC'B', et le th^or^me est demontr6. 

CoROLLAiRE L — Supposons, dans le 1*' cas, que l'une 
des cordes BC soit un diametre, et que Tautre B'C' lui 
fioit perpendiculaire (fig. 168). Cetle derni^re est partagee 
«n deux parties 6gales par le diametre qui lui est perpen- 
diculaire, et T^galite precedente devient : 

AB X AC = aF«. 

Mais le triangle BB^C est reclangle comme inscrit dans 
tin demi-cercle; cette derni^re egalit6 signifie donc que 
dans un triangle rectangle la perpendiculaireabaiss^e du 
«ommet de langle droit sur rhypot^nuse est moyeniie 
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r proportioDnelle entre les deux segments de Thypotenuse. 
I C'est ce que nous avons dejk deoiontr^ (n® 134, 2*). 




Fko. 183. 

CoROLLAiRE II. — Daus le second cas, faisons tourner la 
B^cante AG'B' autour du point A (fig. 183), jusqu'^ ce que 
ies points d'intersection C' et B'se confondent en un seul 

D, c'esl-^-dire jusqu'^ ce que la 
s^cante ACB' devienne tangente en 
D, Les deux reUtions pr^cedentes 
ont encore lieu ; elles deviennent 



c 




AB 
AD 



AD 
AG 



ou 



ABXAC = AD«. 



FiQ. 184. 



Donc si (Vun point pris hors d'nn 
cercle oa mdne une tangcnte et nne 
s6cantp, la tangente est moyenne 
proporlionnelle entre la s6cante en- 
tidre et sapartie exterieure. 



141. ^Paissance (l'un point par rapport a un 
cercle. — On appelle puissance (Vun point par rapport <i 
un cercle le produit des deux segments compris entre ce 
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point et la circonfSrence, sur une s^eante quelconque menie 
par le point. 

Ainsi la puissance du point A par rapport au cercle 
((ig. 182, a et b) est ABx AC. 

Nous venons de voir que ce produit est le m^me pour 
toutes les secantes. Mais il y a lieu de faire une distinc- 
tion relativement aux sens des segments. 

Suivantles principes de Talg^bre, on regarde les seg- 
ments, suppos^s diriges du point fixe vers les points 
d'intersection avec la circonference, comme de m^me 
signe ou de signescontraireasuivantqu'iis sont de m^me 
sens ou de sens contraire. Le prem-ier cas se presente 
lorsque le point est exterieur au cercle (fig. 182-6), le 
second lorsqu'il est interieur {rig, 182-a). Suivant la 
r^gle des signes dans la multipHcation alg^brique, le pro- 
duit, c'est-^-dire la puissance, est donc positif pour un 
point exterieur, negatif pour un point int^rieur. 

Voici comment on exprime la puissance d'iin point par 
rapport h un cercle, connaissant la distance AO = rf, du 




Fia. 184-a. Fig. 184-ft. 

point au centre et le rayon r. On m^ne la secante qui 
passe par le centre : soient B et Cles points oti elle coupe 
la circonference. 

Si le point est ext^rieur {fig. 484-a), la puissance est 
positive, 6gale h ABxAC. Mais AB = AO — BO = d — r, 
AC= AO -i-0C=d-4-r. Donc la puissance est, suivant les 
r^gles du calcul algebrique : 

;; = (rf— «:)((i + r) = (/*— r% (i) 

quantite positive. 
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Si le point est int6rieur (fig. i8i-ft), la puissance est 
n^gative, et egale ii AB x AC, AB ^tant rcgarde comme 
negatif et AG corame positif. (h* d'apr6s les principes de 
ralgfebre, en considerant les segments diriges : 

AB + BO = AO 
d'ou 

AB = AO — BO = rf— r, 

qoantite negative ; AC = AO H- OC = d[ H- r. Donc la puis- 
sance est encore 

' p = (d — r)(tf-4-r) = d* — r» 

I quantit^ negative. Elle a la meme formule dans les deux 
I cas. 

II est k observer que si un point est sur la circonfe- 
rence, sa puissance est nulle, puisque d=r. 

Remarque I. — Lorsqu'un 
point est exterieur au cercle, 
on peut regarder la tangente 
AD (fig. 185) menee de ce point • 
comme une secante qui coupe 
le cercle en deux points con- 
fondus ea un seul D. Donc sa 
puJssance est ADxAD, oule fio. i85. 

carr6 de la tangente men^e du 

point au cercle. Ce resultat est d'ailleurs conforme h la 
formule (1), puisque dans le triangle rectangle ODA, 
AD^ = rf^ — r*, d'apresle theor^me de Pythagore. 

Remarque II. — Lorsqu^un point est sur la circonfe- 
rence, sa puissance est nulle. Cela resulte soit de la 
remarque prec^dente, puisque la longueur de la taogente 
menee du point au cercle se r^duit k z6ro, soit de la for- 
mule (1), puisque d = r. 

Remarque III. — Lorsque deux cercles se coupent, tous 
lespoinls de la droite indefinie qui passent par les deux 
|K>inis d'ijiter8eeiionont m^me puissance .par rapport aux 
deux cercles. 

Car B, C (fig. i86-a), d^signant les points dlntersec- 
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t,ion, M un pQint quelconque de la droite BC, la puis- 

sance du point M, par rapporl k Tun quelconque des 

cercles, est MB X MG. On peul 
prendre le point M soit sur le pro- 
longement de BG, soitentreBetC. 
Remarque IV. — Lorsque deux 
cercles se touchent, soitinterieure- 
ment soit exterieurement (fip:. 
186-6), touslespointsde latangeote 
commune menee par le point de 
contact ont m^me puissance par 

rapport aux deux cercles. 

Car B designant le point de contact, H un point quel- 

conque de la langente, la puissance du point H par rap- 




Fio. 185-a 





FiG. i2M. 



Fio. 18«-c. 



port k Tun quelconque des deux cercles est MB * (remar- 
-que 1). 

142.— Th^or^me II. — (R6ciproque du theor^mel). 
— Si du point A ot« se coupent deux droites on porte snr 
Tme deux segments AB, AC, sur Vautre deux segmnils 
AB', AC, de mime produit, de telle sorte que ABxAC= 
AB'xAC'^n tenant compte des signeSy les quatre points 
B, C, B', C sont sur un mime cercle, 

Menons les droites BB', CC. De Tegalit^ 

ABxAC = AB'xAC' 

•on deduit, en divisant les deux membres par AC et par 
AC 

AB _ AB' 

AG^~AG • 



r 
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Donc les triangles ABB', ACC sont semblables commo 




Fia. 187 - o. 



ayanl un angle egal en A, compris entre c6tes propor- 
tionnels, et les angles B', C sont 6gaux. Par consequent 
iacirconference qui passe par les points B, C, C, passe par 

A 




Fio. i87-6. 



le point B' (theor. VIII, n^ 78), ce qu'il fallait d^montrer. 

GoROLLAiRE.— (Rcciproque du coroU. II, n*140.) — Sisur 

un c6t6 (Tun angle A on prend deux longueurs AB, AC et 
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sur lautre une longuetir AD, telles que XB X AC=-"^AD ^ te 
circonfii^ence passant par les trois points D, B, G est tan* 
gente d AD (fig. 188). a 

Tragons les droites DB, DC. 
L'egalite ci-dessus, divisee 
par AC et par AD, devient 



AB 
AD 



AD 
AC' 




Ainsi les deux triangles 
ABD, ACD sont semblables 
comme ayant un angle egal 
en A, compris entre cdtes 
proportionnels, et Tangle 
est egal a Tangle ADB. Or, si 
Ton fait passer une oirconfe- 
rence par les points B, D, C, 
l'angle C a pour mesure ia fio. iss. 

moilie de Tarc BD; 1 angle D 

a donc aussi ia m^me mesure, ce qui exige que AD soit 
tangente au cercle (llieor. V, n° 75). 

143. — Probl^me I. — Construire la moyenne pr(h 
portionnelle entre deux droites. 

La theorie qui pr^cede fournit ime 
troisi^me construction de la moyenne 
proportionnelle (voy. n° 136). Apres 
avoir trace une circonference quel- 
conque (fig. 189), on y trace une 
corde CB egale k la difference n — m 



Ul 



n 



FiG. 189. 




des deux droites donntos, et on la prolonge d'uae lon- 
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r 

I gueur BA = m. Alors AB = w, AC = n. La langente AD 
\ menee au cercle par le point A est la moyenne proportion- 
nelle demandee. 

144. — Prolileiiie 11. — Decrire une circonf6rence 
passant par deux points donn^s et tangente a une droite 
donnee, 

Supposons le probleme r^solu. Soit ABM la circonference 
demandee, passant par les points donnes A et B, et tangente 
en M a la droite donnee XY (fis. 190). Tracons la droite AB, 




et prolongeons-la jusqu'k la rencontre de XY en C. CM est 
moyenne proporlionnelle entre CA et CB (coroU. I, n*» 123). 
D'ou la construction suivante : 

Tracez la droite AB jusqu'a la rencontre de XY en G, con- 
struisez la moyenne proportionnelle entre CA et CB, puis 
portez-la sur XY k partir du point C : son extremite M est 
le point de contact cherche. II n'y a plus alors qu*k faire 
passer une circonference par les trois points A, B, M. 

On observera que le centre de cette circonference est k 
rintersection des perpendiculaires men^es a AB par son 
milieu, et a XY par le point M. 

La moyenne proportionnelle entre CA et CB pouvant se 
porter dans deux sens differents k partir du point C, sui- 
vant CM et suivant CM', 11 y a deux solulions. 

II faut et il suffit, pour que le probleme soit possible, que 
les deux points donnes soient d'un m^me c6te de la droite. 
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Exercices sur le liyre III. 



PROBLEMES NUM^RIQUES. 

1. Sur une droite indelinie deux poinls A, B sonl a une distance 
dc 20 mcilres. Quelle esl la dislance aux poinls A et B du poinl qui 
parlage la longueur AB inlerieureraent en deux segments qui sont 
cnlre eux comme 2 : 3. 

2. Snr la ra^me droite, quelle e^t la distance aux points A et B 
du pointqui partage la longueur AB exterieurement en deux seg- 
menls qui sont entre eux conime 2 : 3. 

3. On prend de part et d'aulre d'un point d'une droitc deux 
points A et B qui sont a 10 mclres de distance de 0, puis un point 
M situ^a 2-,50 du poinl 0. Trouver la dislancc aux points A et B 
du conjugu6 harmonique de M par rapporta AB. 

4. Le point est le milieu d'une portion de droite AB; deux 
poinls M, M' de la droile indefinie AB sont respectivement a 
5 metres et a 20 metres du point 0, du ra6me cdte, et sont con- 
jugucs harmoniques par rapport a AB. Trouver la longueur OA. 



deux 
des 



0. Le point est le milieu d'une portion de droile AB; c 
points M, M' de la droite indelinie AB sont respectivement a 
distances d.d' du point 0, du meme c6te, et sont conjugues har- 
moniques par rapport k AB. Trouver la longueur OA. 

G. Une portion de droite AB a 100 metres. Trouver la distance 
des deux points qui la partagent en deux segraents qui sont entre 
eux comme 3 : 7, inlerieuremcnt et exterieureraent. 

7. Deux points sont distantsde 15 raetres. Quel est le rayon du 
cercle lieu geometrique des points dont les distances a c s deux 
points sont comme 3:4? 

8. Dans un triangle ABC dont les cdtes AB, AC ont respectivement 
3"', 75 et 4"", 53, on mene au c6te BC une parali^le qui coupe AB a 
2"', 50 du point A : calculer les deux segraents d^terraines par cette 
parallfele snr le cote AG. 

9. Dans un triangle ABC ou AB = 8", AC = 9", BC = 12", on m6ne 
Jes bissectrices de Tangle int^rieur et de Tangle ext^rieur en A : 
calculer les segments qu'elles determinent sur le cdte oppose. — 
Trouver unife formule generale pour r^soudre la question, ies trois 
c6t^s etant d^sign^s par c, 6, a. 
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10. On coupe le triangle precedent par une parall^le au cdl^ BG 
qui coupe AB a b^jiS du point A : calculer les trois cdtes du triangle 
qu'elle intercepte. 

i I. Calculer les trois c6tes d'un triangle sachant qu'il a 100 m^tres 
de perimetre, et qu'il esl semblable a un triangle dont les trois c6tes 
onl 12^,50, 8", 40 et T",30. 

12. Deux quadrilatferes ABCD, A'B'G'D' sont semblables. Les cdt^s 
du premier sont AB= 15-, BG = 18-,CD=20-,DA = 19-. Le c6te 
A'B' du second a 12 metres, trouver les deux autres c6tes. 

13. Les c6les d'un quadrilatfere ont respectivement 13, 15, 16 et 
18 metres. Calculer ies c6tes d'un quadrilat^re semblable dont le 
perimetre a 125 m^tres. 

14. Deux c6tes homologues de deux polygones semblables ont 
7",50 etlOmfetres; le p^rim^tre du premier a 50 m^tres, quel est 
le p^rimetre du second? 

15. Dans ie pantographe repr^sente figure 170, ieslongueurs AB, 
AD, BE ont respectivement 20, 30 et 15 centim^tres. Quelle doit 
6lre la position du point F, et dans quel rapport rinstrument 
reduira-t-il une Ogure donn^e, la pointe s^che etant en F et la 
pointedu crayon en G? 

16. Dans la m6me flgure, si AB et AD ont 25 et 40 centim^tres, 
quelle longueur faut-il donner a AE et a AF pour que le panto- 
'graphe reduise les figures dans le rapport de 2a 5? 

17. Deux cercles ont S'",?^ et ir,2^ de rayon; la distance de 
leurs centres est de 6",35 : quelles sont les distances aux deux 
cenlres de chacun des centres d'homothgtie? 

18. Deux cercles-ont 14",72 et 3",85 de rayon; le centre d'homo- 
th6tie directe est a ^^^^^ du centre du second cercle. Quelle est 
la distance descentres des deux cercles? 

19. Deux cercles ont leurs centres k 2^,72 Tun de Tautre; le rayon 
du premier est de l'',^^ et la distance de sonccnlre au cenire d'ho- 
mothetie directe est de 1"",17 : quel est le rayon de Tautre cercle? 

20. Deux cercles ont 84"",29 et 7",42 de rayon; le centre d'homo- 
thdtie inverse est^ IS^^Se du centre du premier cercle; quelle est 
la distance des centres des deux cercles? 

21. Deux cercles ont leurs centres a lO^l^ Tun de Tautre; le 
rayon du premier est de i^M, et la distance de son centre au 
centre d'homoth6tie directe est de 3",21 : quel est le rayon de 
I'autre cercle? 

PoRCHON. — G^ometrie plane. 11 



1^:2 EXE&aCXS. 

±2.Vn rtiTrUt a !i*.T" de myon : ob rtmslniil le cerde bomoth^tique 
dinrt *^n or«»n.ini le centre «ihomotkeiie a 8 metresdu cenlre da 
cen:i«^ .Ivnn*», «^t Dour rapp«jrt •1'bomothetie 2*.»6. Quel est lerayon 
dii n>':vii.ia cerzl'?, cL li di-stance de soq ceatre ao centre d'honio- 

thetie 1 

-23. Un cercle a IT.^S «le r^yon; preaant poarcentre d*homothetie 
inver-e un n«jint «situe a 2*", 32 de son cenlre, on construit un 
cen-l»; h^Ti-j^^^^^MqMe d^^nt !e centre est situe a 14*,63 da centre 
d*h.>nv3tn»^iie. «^iel est le rayon de ce deasieme cercie? 

2i. L«»s «leux CM.-^j de rm^le droil d'un triangle rectangle ont 5 et 
12 metr»'^; calculer : 
L'hyp«jtenuse: 
La perp^ndi«'ul.iire abaissee du sommet de TaDgle droit sur rhypo- 

tenu''^; 

Les deux spgments qn'elle determine sur ITiypot^nuse; 

Les seaments additifs et souslrariifs determines sur rhypol6- 
nuse par les bisseclrioes de Tangle interieur et de Fangle exterieur 

oppo>*e ; 
Les lonsueurs de ces deux bissectrices; 
Le rayon du cercle inscrit. 

25. Dins un tri\n;;le rectangle, rhypolenuse a 32",43 et un dcs 
c6tes de ransle droit 1S*,T2 : calculer Tautre cdt^ de Tangle droit, 
la proj^ctioa de chacun d'eux sur rhypotenuse el ia hauteur reia- 
tiVe a lliypotenuse. 

26. Une echeile a 3",60 de Ibngueur; on Tappuie contre un mur 
en plagant le pied a 0*^,95 du mur : a quelle hauteur atteint 
rechelle? x^ 

21. Une echelle a 4", 45 dfe longueur : a quelle dlstance d'un mur 
son pied doil-il etre place pour quappuy^e contre le mur elle 
atleigne a une hauteur de ^-jlS? 

28. Dans un tri.ingle rectangle, les denx segments determines sur 
Ihypotenuse [)ar la hauleur correspondanle ont 5 et 20 metres : 
calculer celte hauteur et les deiix c6tes de Tangle droit. 

29. Dans un triangle rectangle, Tun des cdtes de Tangle droit a 
3 melres, et le segment adjacent determine sur Thypotenuse par la 
hauteur correspondante a P.S : calculer Tautre cdte de Tangle droit 
el rhypotenuse, 

30. Deux rirconf^rences se coupenl a angle droit, et leurs rayons 
ont rcspectivement 8 el 11 metres : calculer la distance des cenlres 
et la parLie de la ligne des centres comprise entre les deux circon- 
firences. 
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31. Galculer les trois c6t6s d*un triangle rectangle sachant que 
la hauteur relative a rhypotenuse a 3 melres et que Tun des seg- 
ments qu'elle determine sur rhypotenuse a 4 mfetres. 

32. Calculer les trois c6tes d'un triangle rectangle, sachant que 
la hauteur relative a rhypotenuse a 10 mMres, et que les seg- 
ments qu'elle d6termine sur Thypotenuse sont oomme 1 : 4. 

33. Dans un triangle rectangle, Tun des c6tes de Tangle droit a 
6 metres, et sa projection sur Thypot^nuse a 3 metres: calculer 
Phypotenuse et Tautre c6te de rangle droit. 

34. Dans un triangle rectangle, Thypotenuse a 7",50 et Tun des 

3 
c6t^s de Tangle droit est les j de Tautre : calculer ces c6t^s. 

35. Dans un triangle rectangle rhypotenuse a 17 m6tres et la pro- 

13 
jeotion'd'un cdt6 de Tangle droit sur rhypot^nuse a 3"p=; quels 

sont les deux c6tes de Pangle droit? 

36. Deux cercles ont 5 et 12 mfetres de rayon et la distance des 
centres e&t de20 metres. Galculer la longueur d'une tangente com- 
mune exterieure limiteea ses points de contact. 

37. Dans les deux m^mes cercles, calculer la longueur d^une 
tangente commune int^rieure limitee h. ses points de contact. 

38. La base d'un Iriangle isocfele est de 3 metres, et chacun des 
cotes egaux est de 4"*,50. Calculer la hauteur relative au premier 
cdte. 

39. Dans un triangle isocele, chacun des c6tes egaux a 8 metres. 
Caiculer la base, sachant que la hauteur correspondante est de 
6 metres. 

40. Dans un triangle isocele, chacun des c6t6s 6gaux a l^^jBO, et 
la perpendiculaire abaiss^e de leur point de rencontre sur le troi- 
sieme c6te est de 9 mfetres. Calculer ce troisieme c6te. 

41. Un triangle ^quilateral a 20 m^tres de c6te : trouver la 
hauteur. 

42. Un triangle ^quilat^ral a pour c6t6 a : trouver la haiiteur. 

43. La hauteur d'une tour est de 80 m6tres; a quelle distanee de 
son pied un point doit-il etre place, sur un-terrain horizontal, pour 
^tre a 85 metres du sommet? 

44. Les deu«; c6tes d'un rectangle ont 68 et 45 m^tres. Quelle est 
lalongueurde la diagonale? 
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45. La diagonale d'un rectangle est de i!9 metres et Tun des 
c6tesest de lOSmetres. Calculcr Tautre c6te. 

46. Un triangle ^quilateral a 1 melre de c6te; on partage un des 
c6tes en trois parlies ^gaies : calculer la distance de l'un des points 
de division au sommet oppos^. 

47. Dans un cercle de 12 m^tres de rayon, on mene une corde 
par un point silue a 5 m6tres du centre; Tun des segments deler- 
mines par ce point sur cette corde a 8 m6tres;quel est i'autre 
segment? Quelle est la longueur de la corde menee par ce point 
perpendicuiairement au rayon qui la contieht? 

48. Dans uncerclede 23 metres de rayon, on trace une corde de 
18",75, on la prolonge d'une longueur egaie k S^.S^, et par Textre- 
mite on mene une tangente. Quelle en est lalongueur? 

49. Un cercle a ^'^i^ de rayon;par un point situe a 7V20 <1« 
centre on m^ne une secante dont la partie interieure au cepcle est 
^gale a ia partie exterieure : quelle est la longueur de cbacune de 
ces parties? 

50. Un cercle a IS'",^^ de rayon; par un point pris a 10!",22 du 
centre, on mene une corde qui est partag^e par ce point en deux 
parlies dont i'une est le tiers de Tautre : quelle est la longueur de 
cette corde et sa distance au centre? 

51. Par un point pris hors d'un cercle et i S^^^S du centre, on a 
mene une tangente dont la longucur est de l'",^^ : quel est le 
ravon du cercle? 

52. Un point est situe a i^^j^S du centre d'un cercle qui a 
S"',^^ de jrayon : quelle est lapuissance de ce point par rapport au 
cercle? 

53. Un point est situe a 48",35 du centre d'un cercle, et sa puis- 
sance par rapport au cercle est 1230 : quel est le rayon du cercle? 

54. Un cerclea l^'",^^ de rayon, et un point est situe a une dis- 
tance du centre egale au tiers du rayon. Quelle est la puissance de 
ce point par rapport au cercie? 

55. Dans un cercle de 18 mfetres de rayon, quelle est la distance 
au cenlre, d'une corde ayant 15 m6tres de longueur? 

56. Dans un cercle de 30 mMresde rayon, quelle estla longueur 
d'une corde dont la distance au centre est de 20 mfetres? 

57. Dans un cercle de 14 mfetres de rayon une corde a une lon- 
gueur de 12 mfetres. Quelle est la distance du milieu de cel^te 
corde au milieu du plus petit arc qu*elle sous-tend? 
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58. Dans un cercle une corde siluee a 24 m^tres du centre a une 
longueur de 3",85. Quei est le rayon? 

59. Dans un cercle de 6 metres de rayon, on mene une corde de 
4 melres de longueur, et par ses deux extremites des tangentes au 
cercle : a quelle distance du centre se coupeni ces deux tangenles? 

60. A un cercle dc 56 melres de rayon, on mene une tangente 
dont la longueur est de 192 melres. Quelle est la distance de son 
exlremit^ au cenlre? 

61. Un cercle a 30 metres de rayon; par un point pris horsde ce 
cercle on lui m^ne une tangente, dont la longueur est de 40 metres : 
quelle est la distance de ce point au centre? 

62. Un cercle a 32 metres de rayon : quelie est la iongueur de 
la langente menee par un point situe a 68 metres du centre? 

63. Par un point pris Iiors d'un cercle, a 5«,65 du centre, on lui 
mene une tangente, qui a S'",^^ de longueur : quel est le rayon 
du cercle? 

64. Un cercle a 3", 25 de rayon; on trace un second cercle dont 
le centre est sur la circonference du premier, et dont la circonfe- 
rence passe par le centre du premier. 1** On demande la longueur 
de la tangente commune. 2° Gette tangente 6tant prolongee jusqu'^ 
son interseclion avcc la ligne des centres, on demande la distance 
du point dlntersection au cenlre du premier cercle. 

6o. Les deux cdtes de Tangle droit d'un triangle reotangle ont 
3 et 4 m^tres. Calculer le rayon du cercle inscrit. 

66. Un quadrilatfere ABCD, dont les angles opposes sont supple- 
menlaires, esl circonscrita une circonference de 1 mfetre de rayon, 
la diagonale AG passe par le cenlre 0, et la dislance OA est egale 



aux A du rayon. Calculer les cdtes de ce quadrilatere. 

61. Deux cercles ont 12 et 15 metres de rayon : quelle est la lon- 
gueur de la droite qui joint leurs deux poinls d'intersection? 

68. Les trois cdtes d'un triangle ont 12 mfetres, 15 mfetres et 
n mfetres : calculer la hauteur abaiss6e sur le plus grand cdte. 
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69. Former sur la droite qui joint deux points donnes dcux seg- 
ments additifs, puis deux s^gments soustractifs proportionnels a 
deux longueurs donn^es. 
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70. D'un point donne, mener une droile passant par le poinl de 
rencontre de deux droites qu'on ne peut prolonger jusqu'a leor 
intersection. 

71. D^montrer par les triangles semblabies que les trois medianes 
d*un triangle se coupent en un ra^me point situ^ au iiers de oha- 
cune d'elles a partir du cdte oppose. (Ce point est appele en meca- 
nique le centre de gravlt^ du triangle.) 

71. On prend sur deux c6t6s d'un triangle, a partir d'un m6me 
sommet, deux longueurs egales respectivement au tiers de cliacun 
de ces cdtes. Dans quel rapport se coupent les droites qui joignent 
les extremites de ces longueurs aux deux autres sommets? 

73. Dans quel rapport un c6te d'un triangle est-il partag^ par la 
droite qui joint au milieu d'une m^diane le sommet oppose au 
premier c6te? 

N 74. On partage en deux parties ^gales, ou plus gen^ralement 
dans un rapport donn^, toutes les parallMes men^es a un c6l6 d'un 
Iriangle *. quel est le lieu du point de division? 

7o. On mene une parallMe queiconque h un c6te d*un triangle : 
quel est ie lieu du point de rencontre des diagonales du trap^ze 
ainsi forme? 

76. On mfene aux deux bases d'un trapfeze une parallMe termin^e 
aux deux c6t6s non parallfeles et les partageant dans un rapport 

donn^ — (les segments etant additifs ou soustractifs) : exprimer la 

longueur de cette parallMe au moyen des "bases a et 6 et des 
nombres m et n. 

77. La disLance du centre de gravit^ d'un triangle h une droite 
exterieure au triangle est la moyenne arithm^tique des distances 
des trois sommets k la droite. 

78. Trouver un point dont les distances aux trois sommets d'un 
triangle soient proportionnelles a trois longueurs donnees. 

79. Trouver le lieu des points d'ou Ton voit deux cercles sous le 
m^me angle. 

80. Trouver un point d'ou Ton voit trois cercles sous le meme 
angle. 

81. Trouver le Heu des points d'ou Ton voit sous le mSme angle 
deux longuenrs consecutives port6es sur une droite. 

82. Trouver le lieu des points d'ou Fon voit sous le m6me angle 
trois longueurs cons^cutives portees sur une droitev 



y 
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83. Lorsque deux cercles sont tangents exterieurement, la tan- 
gente commune exterieure, limitee aux points de contact, est 
moyenne proportionnelle entre leurs diametres. 

' 84, Par un point donne dans un angle, mener une s^cante par- 
lagee par ce point dans un rapport donne. ^ 

85. Par le point d'interseclion de d^eux circonferences, mencr 
une secante dont les deux portions comprises dans chaque circon- 
ference soient dans un rapport donn^. 

86. Prouver que le lieu g^ometrique des polnts dont les dis- 
tances a deux droites donnees OX, OY sont dans un rapport 

donneT, est un systeme de deux droites qui se construit de la 

maniere suivante : On porte respectivement sur les deux droites^ 
parlir de leur point de rencontre les longueurs 0B=6, OA = a; 
on construit un parallelogramme sur les drpites OB, OA; la diago- 
Bale issue du point et la parallele a Tautre diagonale, tracee par 
le m^me point, forment ie lieu demandd. 

87. Trouver a Pinterieur d'un triangle un point dont les dis- 
tances aux trois c6les soient proportionnelles a trois longueurs 
donnees. 

88. Trouver i rint^rieur d'un triangle un point dont les distances 
aux trois cdtes soient inversement proportionnelles a ces cotes. 

89. Lorsque deux polygones semblables ont leurs cdt^s parallfeles 
chacun a chacun, les droites qui joignent les sommets homologues 
passent par un mSme point. (Les polygones sont alors dits liomo' 
th^Uqxies directs ou inverses suivant que les cdtes paralleles sont 
diriges dans le m^me sens oii en sens inverse. Le point dont il 
s'agit est le centre. d'homothetie.) 

90. Si d'un point fixe on mene des droites aux dilTerents 

sommets A, B, C, d'un polygone, et qu'on prenne sur ces droites, 

dans un sens ou dans Tautre, des longueurs OA', OB', OC, tels 

, , OA OB 0€ • t X ' 

que les rapports ^p» -^,-» ^,, soient ^gaux a un rapport 

donn^ — , les polygones ABG...., A'B'C' sont semblables et ont 

leurs c6les parallfeles (homothetiques). Leur rapport de similitude 

est —7. — En deduire une construction, sur un c6te donn^, d'un 
m 

polygone semblable a un polygone donn6 

91. Si d'un point fixe on mene des droites OM, aux diff^rents 
points d'une droite, et qu'on porte sur chacune de ces droites, daas 
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un sens ou dans Tautre, une longueur OM' telle que le rapport ^^ 
soit egal a un rapport donne, le lieu du point M' est une drdite. 

92. Si dans deux cercles on mene deux rayons paralleles quel- 
conques, dans le m6me sens ou en sens contraires, les droites qui 
joigncnt leurs extremit^s passent par un point fixe. (Ce point 
s'appelle centre d'homoth^tie directe ou inverse suivant que les 
rayons parall^Ies sont de mSme sens ou de sens contVaires.) 

93. Les tangentes communes a deux cercles passent par Tun des 
deux centres d^homoth^tie. — En deduire une construction des 
tangentes communes. 

94. Si d'un point on mfene des droites OM aux dilTerents points 
dune circonference, etqu'on porte sur chacune de ces droites^dans 

un sens ou dans Tautre, une longueur OM' telle que /^ soit egal a 

un rapport donne, le lieu du point M' est une circonference, et le 
point est un centre d'homoth6tie des deux circonf^rences. 

95. Les cordes joignant dans deux cercles les extr^mites de rayons 
paralleles, de mlme sens ou de sens contraires, sont parallMes et 
proportionnelles aux rayons. 

96. Inscrire a un triangle donn6 un autre triangle dont les cdtes 
soient parall^les a des directions donnees. 

97. Inscrire a un triangle un carre, — un rectangle semblable a 
un rectangle donne. 

98 Inscrire a ui cercle un rectangle semblable a un rectangle 
donne. 

99. On joint un point fixe A a un point quelconque M d'une droite, 
et sur la droite AM on prend une longueur AP telle que le produit 
AP X AM soil egal a une quantite fixe k'^. Quel est le lieu du point P? 

100. On joinl un point fixe A d'une circonference a un point quel- 
conque P de cette circonference, et sur la droite AP on prend une 
longueur AM telle que le produit AP X AM soit egal a une quantile 
fixe A2. Quel est le lieu du point P? 

101. Din*6rents Iriangles semblables ont un sommet commun, ei 
un second sommet sur une droite fixe : quel est le lieu du troisifeme 
Sjnime:? 

102. Par un point donne dans un cercle, mener une s^cante telle 
que Tun des segments determines par ce point soit la moitie de 
rautre, — ou, plus generalement, soit avec Tautre dans un rapport 
donn^. 



I 
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■ 103. Par un point donne hors d*un cercle, mener une s^cante dont 
I la partie ext^rieure soit la moiti^ de ia secanle entiere, — ou, pius 
I g^n^ralement, soit avec eile dans un rapporl donne. 



104. Trouver le lieu des points teis que les carres de ieurs dis- 
tances ^ deux points donnes aient une dilTerence donnee. 



105. Si les tangenles menees d'un point a deux cercies sont egales, 
la difTerence des carres des distances de ce point aux deux centres 
est egale k la difTerence des carr^s des rayons. 

106. Trouver ie iieu des points d'ou lcs tangenles menees a deux 
cercles sont egales. (Ce lieu, qui se deduit des deux problemes pre- 
cedents, est une droite, qui s^appelle Vaxe radical des deux cercles.) 

107. Les axes radicaux de trois cercles, consider^s deux a deux, 
passent par un m6me point. 

108. Decrire une circonf6rence qui coupe k angle droil trois cir- 
conferences donnees. 

109. La somme des carr^s des deux cotes d'un triangle est egale 
a deux fois le carre de la mediane issue de leur point de rencontre, 
plus deux fois le carre de la moilie du troisieme c6t^. 

110. Trouver le lieu des points tels que la somme des carres de 
leurs distances a deux points donnes est egale a un carre donne 

111. Trouver le lieu des milieux des cordes qui, dans un cercle, 
sont vues d^un point donn^ sous un angle droit. 

■ 

1 12. Lorsque deux cordes se coupent a angle droit dans un cercle, 
la somme des carr^s de ieurs quatre segments est constante. 

113. La distance d'un point quelconque d'une circonf^rence a une' 
cordo fixe est moyenne proportionnelle entre les distances du meme 
point aux tangentes men^es par les extremit^s de la corde. 

114. Tracer une droite qui soit a une droite donnee dans le rapport 
des carr^s de deux droites donnees. 

115. Tracer une droite dont le carr6 soit au carre d'une droile 
donn^e dans le rapport de deux droites donnees. 

116. Decrire une circonf^rence passant par un point donn6 et 
langen^te a deux droites donnees. 

117. D^crire une circonf^rence passant par un point donn^, tan- 
gente k une droite donn^e, et dont le centre soit situe sur une 
droite donn^e. 

118. D^crire une circonference tangente k deux droites donn^es 
et k une circonf^rence donnde. 

11. 
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119. Decrire iine circonfdrence tangenle ^ une circonf^rencc, a 
une droile donnee et passant par un point donn^. 

120. Lorsque deux circonferences sont tangentes, si par un point 
de la tangente commune au poinfde contact on m^ne nne s^cante a 
chacune d'elies, les quatre points oik elles coupent les detix^ circon- 
f^rences sont sur une mdme circonference. 

121. D^crire une circonfereiice passant par deux points donn^s 
et tangente a une circonf^rence donn^e. (Application da th^or^me 
pr6cedent.) 

122. D^crire une circonf^rence passant par deux points donn^s, 
et coupant une circonf^rence sous an angle donn^. 

123. Decrire une circonference tangente k une droite donn6e en 
un point donn^, et coupant une circonf^rence sous un angle donne. 

124. Decrire une circonf^rence qui coupe deux circonf^rences sous 
des angles donnes, un des points d'intersection avec Tune d*elies 
^tant aussi donne. 

125. D^crire uae circonfdrence qui coupe trois droites sous des 
angies donn^s. 



LIVRE IV 

DES POLYQONES REGULIERS ET DE LA 

GIRGONFERENGE 



CHAPlfftE PREMIER 



PROPRIETES GENEEULES DES POLYGONES REGULIERS 



Gercle circonscrit et cercle inscnt. 

i45. — D^flnillon. — Un polygone regulier est tm 
polfgone convexe dont tous les c6t6s sont 6gaux atnsi qu$ 
les angles, 

146. — Theer^me !• — A tout polygone r^gulier on 
peut etrconscrire et tnscnre 
un cercle. 

Soit un polygone r^gulier 
ABCDEFGH (fig. 191). 

1® Faisons passer une circon- 
fdreoGe par trois sommets con- 
secutifs A, B, C, et soit le 
centre de cette eirconf^rence. 
Menons tes droites OA, OD : 
nous allons prouver qu'elles 
sont 6gales. En efiet, abaissons 
la perpendiculaire 01 sur BC, et 
rabattons le quadrilatere OICD aulour de 01 sur OIBA. 
Les angles en I elant ^gaux comme droits, la droite IC 
prend la direction IB, et comme eiles sont egales (theo- 
r^me II, W 66), le poipt C tombe en B. Maintenant les 
angles C et B ^tant ^gaux par hypoth^se, la droite CD prend 
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la direction BA, et comme ces droites elles-m^mes sonl 

c egales par hypolhese, le point 

D tombe en A. Ainsi OD coincide 
avec OA, et-lui est egal. Par 
suile lacirconferencedecriledu 
poinl comme centre avec OA 
comme rayon, el qui passe deja 
par les points A, B, C, passe 
aussi par le point D. On de- 
montre de m^me qu'elle passe 
par tous les sommets du poly- 
gone, ou, en d aulres termes, 
qu'elle lui est circonsci^te. 
2« Abaissons maintenant les perpendiculaires 01, OK, 
OL, elc, sur tous les c6l^s du polygone (fig. 192) : elles 

sont egales (theor. III, n«07). 
Donc si du point comme 
centre, avec Tune d^elles pour 
rayon, nous decrivons une 
circonlerence, elle passe par 
les pieds de toutes les aulres 
perpendiculaires. D'ailleurs 
les c6tes du polygone elaut 
perpendiculaires a Textremite 
de rayons, sont tangents a 
cette circon ference , c'est-a- 
dire que celle-ci est inscritc au 
polygone. 
Remarque. — Le centre du cercle inscrit h un polygone 
rogulier coincide avec celui du cercle circonscrit. 

Nous appellerons rayon du polygone le rayon du cercle 
circonscrit, et apotheme le rayon du cerele inscrit. 

147 . — Theopeme II. — Lorsqu'une circonf^rmce est 
partag^e en parties ^gales, 

\° Les droites quijoignent les points de division consd- 
cutifs forment un polygone regulier; 

2*» Les langentes aux points de division forment aussi 
un polygone r^gulier. 
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1" Soil une circonfereuce partagee en parlies egales par 
les points A, B, C, D, etc. (fig. 193). Formons le polygone 
ABCD...... Tous ses c6les sont egaux comme cordes sous-r 
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tendant des arcs egaux, et tous ses angles sont egaux 
comme angles inscrits interceptant entre leurs c6tes des 
arcs egaux. II est donc regulier. 

2** Formons le polygone A'B'C'D' en menant les tan- 

gentesaux points de division. Les triangles AA'B, BB'C sorit 
egaux parce qu'ils ont un c6te egal adjacent a deux angles 
egaux, savoir : AB = BC, comme cordes soustendant des 
arcs egaux; angle A'AB = angle B'BC comme ayant pour 
mcsure la moitie des arcs egaux AB, BC (theor. V, n** 75); 
angle A'BA = angle B'CB par la m^me raison. De plus ces 
triangles sont isoceles puisque les angles adjacents au 
c6te AB, dans le premier, sont 6gaux. Le m^me raisonne- 
ment s'appliquant a tous les triangles analogues, on en 
conclut l*egalite de toutes les longueurs AA\ A'B, BB', 
B'C, etc, et par suite T^galite ie tous les c6tes du polygone 
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circonscrit, qui sont doubles des longueurs precedentes. 
Quant aux angles du polygone, ils sont egaux par suite de 
r^galite des triangles dejk consideres. Ainsi le polygone 
A'B'C'D'.... est regulier. 

Remarque. — Dapres ce th^or^me, le problfeme d'inserire 
ou de circonscrire a un cercle un polygone regulier d'un 
oertain nombre de cdtes, se ramene a celui de partager la 
circonference en ce nombre de parties egales. 

Polygones reguliers semblables. 

148. — Theor^me. — Deux polygones r^guliers 
d'un m4me nombre de c6Us sont semblables ; leur rapport 
de similitude est 4gal au rapport des rayons tt au rapport 
des apothemes, 

Soienl deux polvgones reguliers d'un m6me nombre de 
\j6tes, ABCDEF, A''B'C'D'E'F (tig. 194). 
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1'* Leurs aii^ies sont egaux : car la sorome des angles est 

la mtoe pour chactin, savoir, autant de fois deax droits 

que le polygone a de c6les, moins deux, et Vxhi des angies 

a pour valeur cette somme divisee par le nombre des angles 

4e Tun des polygones. 

11 est d'ailleurs evident que les c6tes sont proportionnels, 
ou que 

AB _ BC 
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{Miisque tous ces rapporis ont leurs numerateurs egaux et 
leurs denominateurs ^gaux. Ainsi les poiygones sont sem- 
blablesl 

2* Menons les rayoos OA, OB, 0'A', 0'B'. Les triangles 
OAB, 0'A'B' sont semJDlables corame ayant deux angles 
egaux, savoir : OAB = 0'A'B' comme mojties des angles 
egaux FAB, F'A'B'; OBA=0'B'A' par uneraison semblable. 
Donc 

AB __ OA 
A'B' "" 0'A' ' 

ce qui montre que le rapport de similitude est egal k celui 
des rayons. 

Ensuite abaissons les perpendiculaires 01, 0'I' sur AB et 
A'B'. Les triangles OIA, 0'I'A' sont semblables comme ayant 
deux angles egaux, ravoir Tangle droit, el OAI = 0'A'I'. II 
en resulte 

OA _ 01 

0'A' ~ 0'I' 

ei, d'apr^s ia proportion pr^c^dente, 

. AB 01 , 
A'B' ~" 0'I' ' 

ce qui montre que le rapport de similitude est ^gal au rap- 
port des apoth^mes. 

CoROLLAiRE. — Lcs pSritnetres de deux polygones r^gu- 
liers d'un mSme nombre de cdUs sont entre eux comme 
ks rayons, et au>ssi comme les apothimes. 

Car le rapport des p^rimMres de deux polygones sem- 
blables est egal au rapport de similitude. 

Hemarque. — D*apr^s ce th^or^me, quand on connatt le 
c6t6 d'un polygone regulier inscrit k un cercle, ainsi que le 
rayon de ce cercle, il est facile de calculer le c6t6 du poly- 
gone regulier d'un m^me nombre de c6t6s circonscrit au 
eercle. 
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Cii eilct, on peut calculer rapoth^me du preraier {K>ly- 
gone par la reiation 

(fig. 194). Ensuite Tapoth^me du polygone circonscrit ^tant 
'e rayon du cercle, il y a proportioii entre les c(Mos des po- 
tygones et les apothferaes, connus tous deux. 



CHAPITRE II 

mSCRIPTION DE QUELQUES POLYGONES REGULIERS 



Carre et polygones deriv6s du carre. 

149. — Frobleme. — Inscrire un carr^ d un cercle. 
II suffit de mener deux diametres rectangulaires AC, BD 
(lig. 195), et de joindre leurs extremites par des droiles 




car ces diametres partagent le cercle en qualre parlies 
cgales. 

CoROLLAiRE I. — En partageant ensuite chaque quarl de 
la circonference en deux parties egales, on partage la cir- 
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conference en huil parlies egales, ce qui conduit a rinscri] 
tion de i'octogone regulier AEBFCGDH (fig. 196). En contij 

nuantde m^me, on inscritai 
cercle les polygones regulie 
de 16, 32, 64.... et en gener^ 
de 2" c<5tes, quel que soit 1 
nombre enlier n. 

COROLLAIRE II. — Exprf 

mons, au moyen dii rayon 
du cercle circonscrit, le cd 
et rapotheme du carre. 

Le triangle rectangle OAB 
(fig. 181) donne 

AB'=cOr + OB', 

ou, en remplagant OA et OB chacun par R, 

AB' = R« X 2. 

Extrayons la racine carree des deux membres, et rappe- 
lons-nous que la racine carree du produit R* X 2 est e.,^al 
au produit des racines carrees des facteurs : 




AB 



=.Ry/2. 



Ainsi le c6U du carr6 inscrit dam un cercle est ^gal au 

rayon multipM par J/2. 

Menons maintenant Tapo- 
th^me 01 (fig. 197). La ma- 
niere la plus simpledetrouver 
rexpiession de cet apotheme 
est de prolonger 10 jusqu'a la 
rencontre de CD en K, puis 
d'observer que IK, double de 
rapolheme, et BC, sonl egaux 
comme c6tes opposes d'un 
rectangle. Donc : 

Rv^l 
Lapotheme du carr6 est la moiti^ du c6t4y soit — ^ • 
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On peut encore calculer cet apoth^me en appliqaaoi le 
j[lieoreme de Pythagore au triangle rectangle OIA : 

OI*=OA* — AIV 
Mais AI = -^ , et par suite Xl* = -j- • 

. Ecrivons maintenant R &, la place de OA, et 2R* k la place 
de AB* : 

et, en extrayant la racine carree, 

ui— 2 • 



« 



Hexagone r^erulier et triangle 6qiiilat6ral. 

150. — Probl^me. — Inscrire un hexagone r6gulier d 
m cercle. 
Supposons le probl6me r^solu. Soit AB (fig. 198) le c6t6 




Pu. 196. 



de rhexagone r^gulier. Menons les rayons OA, OB. L'angle 
au centre 0, ayant pour mesure i de la circonference, 
vaut J de 4 angles droits, ou \ d'un droit. La somme des 
angles A et B du triangle GAB vaut donc 2 droits moins 
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I d'aDgle droit, c'esl-^-dire | d^angle droit. Or ces angles 
A el B sont egaux, puisqu^ils sont opposes k des c6tes 
egaux, comme rayons da cercle. Chacuo d'eux vaut 
donc I d angle droit comme Tangle ; donc le trianglc AOB 
est equiangte et par suite equiiateral. De Ik ce principe : 

Le c6te de fhexagone regniier inscrit au cercle est igal 
au rayon. 

II surfil donc, pour inscrire Thexagone regulier, de tracer 
6 cordes consecutives egaies au rayon. 

CoROLLAiRE L — Apr^s avoir inscrit au cercle Thexagone 
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regulier ABCDEF (fig. 199), en joignant les sommets de 
deux en deux, on obtient le triangle equilateral ins* 
crit ACE. 

En partageant chaque 6" de la circonf^rence en deux 
parties egales, on parlage la circonf^rence en 12 parties 
egales, ce qui conduit k inscrire le dod^cagone regulier. 
En continaant de m^me, on inscrit les polygones reguliers 

de 24, 48 et en general de 3x2" c6tes; quel que soit 

le nombre entier n. 

CoROLLAiRE II. — Calculous lc c6t6 du triangle equilateral 
inscrit au cercle de rayon R. 

II suffit pour cela de mener le diam^tre AD. Le triangle 
ACD est rectangle comme inscrit dans un demi-cercle. 
Donc 

AC' = AF — CD*. 
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Mais AD peut se remplacer par 2R, et AD' par 4R*, CD* 
par R*. II vient ainsi : 

AG' = 3R*, 
AC = Rv^. 

Ainsi le c6te du triangle Squilat^ral inscrit d un cercle 
est 6gal au rayan multipM par ^3. 

£valuons maintenant rapoth^me du triangle equilateral. 
Pour celamenonslesrayonsOG, OE. Lequadrilat^reOCDE, 
dont les quatre cOt^s sont ^gaux au rayon, est un losange, 
et ses diagonales se coupent au point I, en parties egales et 
^ angle droit. Donc Vapothdme 01 du triangle iquilaUral 
est ^gal d la moiti4 du rayoh du cercle circonscrit. 
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MESURE DE LA CIRCONFfiREXGE 



Rapport de la circonf^rence au diam^tre. 

151 . — Theopeme I. — Le rapport (fune drconf^rence 
a gon diametre est tm nombre constant. 

Soienl deux circonferences G et G', de rayons R et R'. 
Supposons qu'on y ait inscrit deux polygones reguliers 
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d'un m6me nombre de c6tes, el par consequent sem- 
blables (fig. 200). Soient P et P' les perim^tres de ces 

P R 

polygones. D'apr6s le th(5or6me du n» 130, ^7 = ^. 

Si Ton augmente ind^finiment le nombre des c6t6s dos 
deux polygones, leurs perimetres tendentvers des iimites 
determinees (1) et ce sont ces limites qu'on appelle les lon- 
gueurs des circonferences. La proportionprecedente, qui 
a lieu quelque grand que soit le nombre des c6tes, subsiste 

encore k ia limite, c'est-&-dire que ^ = 57. (1) 

On peut encore 6crire, en muUipliant par 2 les deux 

C 2R 
termes du sccond rapport : p= ^^ . (2) 



(1). On peutprouver que ces limites sont independantes de la loi 
suivant laquelle on fait croitre le nombre des c6tes. 
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en inlervertissaDt 1'ordre des moyens : 

2R ~ 2R' ' ^'^^ 

Ceite dernifere proportion exprime que le rapp>)rt d'une 
irconference a son diametre est le m6me que celui de totite 

Ltre circonKrence k son diam^tre : c'est ce qu'il railait 

^montrer. 

CoROLLAiRE. — Detix circonfH^ences sont entre elle$ 
comme leurs rayons, ou comme leurs diamitres. 

Cest ce qu'exprimenl les proportions (1) et (2). 

REMABQUir. — Le rapport de la circonference au diam^tre 
se represente ordinairement dans les calculs par la lettre 
grecque ir. 

Le nombre « est irrationnel. Sa valeur approch^e est 

«=3,1415926536 

Dans les cas les plus usuels, il suffit de prendre seule- 
ment quatre d^cimales, et d admettre 

ir = 3,1416, 

yaleur approch^e k moins de 0,00001 par excfes. 

ArchimMe a donn^ la valeur approch^e ^, qui est en 
erreur de moins de \ centi^me par exc^s. 

Adrien M6tiu8 a donn^ la valeur approch^e ^, qui est 
en erreur de moins de 1 millioni^me par exc6s. 

On retient facilement ce rapport; il sufiit d'ecrire le 
nombre 113.355, dont les chifiFres sont les trois premiers 
chiffres impairsrepet^s chacundeuxfois; lestroisderniers 
chififres forment le numeraleur, et les trois premiers le de- 
nominateur. 

152. — Calcul du rapport de la circonf^rence au diamd- 
tre, — Pour calculer approximativement le nombre t:, on 
peut considerer une circonference de rayon donn6, soitl m ^- 
tre. Oncalculeleperim^tre d'un certain polygone r^gulier 
inscrit dont le c6te soit calculable, par exemple du carre 
(no 131), puis, en partant de I^, par une m6thode dont 
nous omettrons Texpose, les p^rimetres successifs des 
polygones reguliers inscrits ayant 2, 4, 8, fois plus 



i 

1 
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de cdt^s (n* 132). Supposons qu'on s'arr^lc a celui de 256 
c6les par exemple. Son p^rim^tre esl plus pelil que la cir- 
conrcrence, mais en diir^re d'une petile quanlite : en le 
divisant par le diam^tre 2, on a donc une valeur de tc 
approchoc par d^faut. Si Ton calcule ensuite le perimetre 
du polygone regulier du m^me nombre de cdtes circonscrit 
klacirconference (n*148), ce perim^tre est plus grand que 
la circoiifSrence : en le divisant par le diametre, on a donc 
une vuleur de ir approch^e par exces. Les decimales com- 
munes a ces deux valeiirs sont exactes. 

Applicatioiis. 

153. — Probl^me I. — Connaissant le rayon d*un 
cercley calcuier sa circonfirence. 

Soit R le rayon, C la circonfSrence. D*apr^s le th^or^me 
pr^cedent, 

2K = *' 
d'ou C = 2icR. (4) 

II suffit donc, pour calculer la circonC6rence, de multi- 
plier par it le double du rayon. 

ExEMPLE. — Calculer la circonf^rence de ^^^,^5 de rayon. 

On mitltiplie le double du rayon A^y^O par ir, ou 3,1416, 
et »'on obtient pour la circonfi6rence demandee l^'",!^?. 

154. — Probl^me 11. — Connaissant une circonf^^ 

rence, calculer son rayon. 

En divisant les deux membres de Tegalite (4) par Sir, on 
oblicnt : 

R = 2^. (5) 

II suffit donc, pour calculer le rayon, de diviser la cir- 
conference par le double' de w. 

Pour eviter ladivision par le nombre irrationnel 2ir, oii 
^icut^crire la fprmule (5) sous la forme 

R - 5 X z • (6) 
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1 

Le nom!)rc - , <|u*il esl bon de calcuier une fois pour 
tuutcs par la division, a pour valeur : 

- = 0,318301)8 

Par ce moyen la queslion se resoudra au moyen d*une 
multiplicalion. 

KxEMPLE. — Calculer le rayon du mMdien ierrestrej 
en admettant que ce m^ridien soit un cercle de 40000 kilo- 
metres de diam^tre. 

II suftit (lormule 6) de multiplier la moiti^ de la circoii- 

1 
ference, 20000 kilomfetres, par - , ou par 0,3183098, ce 

qui donne environ 6366"*o™-,2. 

Le calcul serait beaucoup plus p^nible en divisant la cir- 
conf<§rence par le doubie de «. 

155. — PFobldme m. — Connaissant le rayon d*un 
ccrclej caleuler la longtmtr d'un arc donnS en degris. 

La longueur de ia circonfi6rence, representant 360% est 
2icR; 

Celle d'un arc de !• esi ojttj ou j^\ 

Celle d'un arc de n degr^s est donc 7^ • 

On peut donc ecrire, en~designant par l la longueur de- 
mandec : 

'-T80* ^^) 

Remarque I. — La formule (7) etablit une relation entre 
les trois quantites i, R, n. Elle permet donc de calculcr 
Tune d'entre elies quand on connatt les deux autres. 

Supposons, par exemplc, quc { et li ctant donn^s, on dc- 
mande n. Nous multiplions les deux membres de Tigalit^ 
(7) par 140, pour chasser le denominateur : 

180/=-=7:rt. (8) 
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puis nous diyisons les deux membres par «R, ce qui doune : 

1802 

ou mieux l 

Si ( et n sont connues et qu'on demande R, nous d^ui- 
sons de m^me de (8), en divisant par irii^ 

ou 

Femarqub. — II est ais^ de modifier les formules (7), (8)^ 
(9), (10), pour le cas au ]'arc est exprime en minutes et 
secondes au lieu de V^kre en degrte. On consid^re la cir- 
conference comme composee de 21600 minutes, ou de 
1 296000 secondes, et Ton raisonne absolument de mdme. 



Exeroices sur le livre IV. 

PROBLEMES NUMERIQUES A RESOUDRE ET FORMULES A ETABLIR. 

1. Galculer en degres Tanglede deux rayons consecutifs des poly- 
gones reguliers de 3, 6, 12, 24 cotes. 

2. Galculer en degre l'angle dc deux rayons cons^cutifs de poly- 
gones reguliers de 8, 16, 32 cdt6s. 

3. Galculer en degres Tangle de deux rayons cons^cutifs- des 
polygones reguliers de 5, 10, 20, 15, 30 c6l6s. 

4. Galculer en degres Tangle d'un polygone r^gulier de 3^ 6, 12, 
24 cotes. 
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5. Galculer en degr^s Tangle d'un polygone regulier de 8, 16, 
32 cdtes. 

6. Galculer en dJsgr^s Tangle d'un polygone r^gulier de 5, 10, 20, 
15, 30 c6tes. 

7. Quel est le nombre des cdt^s d'un polygone r^gulier dont 
l'angle est de 144% de 150°, de i^VWf 

8. Quel est le nombre des c6tes d'un polygone r^gulier dont 
l'angle est de 1 droit^,de 1 droitTj, de 1 droity^? 

9. Calculer le c6t6 et rapotheme du carre inscrit a un cercle de 
a^j^O de rayon. 

10. L'apotheine d'un carr^ est de 0",75 : calculer le rayon du 
' cercle circonscrit. 

11. Galculer le c6te et rapothfeme de Toctogone regulier inscrit 
a un cercle de 4 mfetres de rayon. 

12. Galculer le c6i6 et Tapotheme du triangle equilat^ral inscrit 
h un cercle de O^^^S de rayon. 

13. Galculer le rayon du cercle circonscrit au triangle equilateral 
de ^^.^O de c6te. 

14. Galculer le c6t6 et I'apotheme du doddcagone r6gulier inscrit 
au cercle de 1",60 de c6te. 

15. ExprimeF par une formule le rayon d'un cercle, connaissant 
le c6t6 a de Tun des polygones reguliers inscrits suivants : carr6, 
octogone, triangle, dod^cagone. 

16. Resoudre la m6me question,. connaissant Tapoth^me r des 
memes polygones. 

17. Galculer le c6t6 de chacun des polygones r^guliers suivants 
circonscrits au cercle derayon R : carre, octogone, triangle, hexa- 
gone, dod^cagone. 

18. Galculer la circonf^rence de ^"",20 de rayon. 

19. Galculer le rayon de la circonference qui a S'^,1^ de longueur. 

20. Dans un cercle de 8*,35 de rayon, calculer la longueur de 
larcde ^S*» 32' 24". 

21. Dans un cercle de 6",40 de rayon, calculer en degrds, minutes 
cl secondes Tarc de 5",j62. 
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22. Calculer en degr^s, minules el secondes l'arc egal au rayon, 
dans un cercle quelconque. 

23. Calculer le rayon d'un cerclc, sachant que Tarc de 49° 31 a 
une longueur de 12 melres. 

24. Calculer le rayon d'un cercle, sachant que Tarc de 120° sur- 
passe sa corde de O^jSO. 

25. La terre etanl supposee spherique, calculer la longueur d'un 
arc de meridien egal a 1% a i\ a 1". 

26. Dunkerque et Barcelone etant sur un meme meridien et 
ayant une dilTerence de iatitude 6gale a ^''iO'!^", calculer la dis- 
tance de ces deux villes. 

27. Deux villes situ^es sur un mSme meridien sont a unc dis- 
tance de 512 kilometrcs : quelle est la dilT^rence de leurs latitudes? 

28. Calculer les circonferences inscrite et circonscrite a un 
triangle ^quilateral de S^^SO de c6le. 

29. Calculer les circonfdrences inscrite et circonscrite a un hexa- 
gone regiilier de 15 metres de perimfetre. 

30. Calculer le cdle et rapoth^me d'un triangle ^quilateral inscrit 
h une circonference de 8",35 de longueur. 

31. Calculer le rayon d*un cercle sachant que la difference cnlre 
les perimetres des hexagones reguliers inscrit et circonscrit est 
de 1 melre. 

32. Calciiler le rayon d*un cercle sachant que la dilTerence entre 
les perimetres des carrds inscrit et circonscrit est de ^^^^S. 

33. Calcnler le rayon d*un cercle sachant que la difference entre 
la circonference et le p6rimetre du triangle equilateral circonscrit 
est de l^BO. 

34. Verifier que la somme du cote du triangle equilateral et du 
carre inscrit a un cercle est voisine de la demi-circonference. 

35. Dans un cercle de e'",!^ de rayon, calculer la corde qui 

3 
sous-tend les g de la circonference. 

36. Dans un cercle de T",18 de rayon, calculer la cordc qui sous- 

5 
tend les 75 de la circonference. 

37. Le cdtd du triangle equilateral inscrit a un cercle est de 
3 m^tres : quel estcelui du triangle equilat^ral circonscrit? ^ 
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38. Le cdte de roctogone r^gulier inscrita un cercle est de i",42: 
quel est ceiui de 1'octogone regulier circonscrit? 

39. Calculer le c6te de l'apolh6me de Toctogone regulier inscrit h 
une circonference, sachant que le cdle du carre inscrit est de 
8-,25. 

40. Galculer le rayon d'un cercle sachant que la difT^rence entre 
les cdt^s du carre et de l'octogone r6gulier inscrit est de l^jSS. 

41. Un octogone regulier a 3 m^tres de c5te : calculer le c6i6 du 
carre obtenu en prolongeant de deux en deux les c6i6s de cet 
octogone. 

42. L*apoth^me d'un hex^one regulier est de ^'"^SS : quel est le 
c6t^? 

43. L*apotheme d'un dodecagone r^gulier est de l^jG^ : calculer 
\d cdte. 

44. Galculer le rayon d*un cerclc sachant que la difT^rence entre 
les perim&tres du carre et du triangle ^quilat^ral inscrits est de 
0-,25. 

45. Calculer le rayon d^unicercle sachant que la difT^rence entre 
le cdte et rapoth^me du triangle ^quilat^rai inscrit est de O^^SS. 

46. Un dodecagone r^gulier a 1 metre de c6te : calculer le cdte 
de rbexagone regulier obtenu en proiongeant ses c6tes de deux 
en deux. 

47. Calculer le rayon d'une circonference ayant une longueur 
egaie au perimetre d'un triangle ^quiiateral de 4 m^tres d'apo- 
th^me. 

48. Calcuier la longueur d^une circonf^rence, sachant que la 
«omme d'un arc de 90* et de sa corde est de ^^^^^. 

49. Calculer la iongueur d'une circonf^rence, sachant qu'ellesur- 
passe de ^'"fSO le perim^tre du triangle ^quilateral inscrit. 

50. Calculer le rayon d'une circonfdrence, sachant que le p^ri- 
metre de l'hexagone r^gulier circ6nscrit la surpasse de O'",^^. 

PROBLEHGS GRAPiilQUES ET TH£0r6MES. 

51. Etant donn^ un carr^, en retrancher quatre triangles rec- 
tangles isoc6les ^gaux de mani^re que la partie restante soit un 
octogone regulier. 

52. Tracer trois cercles egaux tangents entre eux deux a deux, 
et tangents int^rieurement & un cercle donn^. 

42. 
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53. Si Fon construit sur chaqise cM6 d'un hexagone r^ulier an 
carre exterieur a Thexagone, les i^ sommels d« ces carres situes 
en dehors de Thexagone sont ceux d'un dodecagone regulier. 

54. Gonstruire uq octogone regulier etaat donn^ le c6te. 

55. Si Ton decrit une circonference ayant pour diam^tre un 
rar^on OA d^une autre circonference, puis qu'oo trace cUui« la pias 
grande an rayon qaelconque OC qui coupe la plus pelikeeii B, les 
arcs AB, AC sont ^gaux en longueur, et le prcmier a deux fois 
&utant de degres que ie second. 

56. On fait rouler sans glissement sur une ciriconfereiiee une 
autre circonference de rayon moitie moindre, et plac^e h Tint^rieur 
de la premi^re : quel est le iieu ddcrit par un point de H eirtiOQ- 
f^rence mobile? 
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Aire du rectanglec 

i5§^ ^ Chi eaklexid par aire^ une s«brface Umitee. 
Deux aires superposables sont dites £G4LE&. Deux aires 
qpii OBt temteie el^idue sans ^tre superposables sont dites 

toUIVALENTES. 
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157. — Th^or^mc I. — Deiix 
hauteur sont entre 
eux comme kun^ ba- 

ses. 

On appelle base d'un 
reetangle un c6te quel- 
emque; haotem*, un 
des c6te& perpendicu- 
laires k la base. 

Soient deux reclaxL- 
gles ABCD, \BG'D' de 
mSme hauteur AB (fig. 
201). Supposons que 



rectangles de mime 
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les bases aient une commune mesure contenue, par exemple. 
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5 fois dans la premi^re, et 3 fois dans la seconde. D'apr^s 
Gcla 

AD _5 
Al? ""• 3 • 

Par les points de division, menons des perpendiculaires 
k la base, EI, FK, GH. Le premier rectangle est partage 
en 5, le second en 3 rectangles tous ^au& entre eux, en 
sorle que si nous ddsignons les deux rectangles donn^s 
par R el R', 

R _6 
R'~5* 

De ces deux ^galit^ il rdsulte 

R _Ap^. 
U'""AD'' 

ce qu*il fallait d^montrer. 

Nous admettons le th^or^me dans le cas oxx les bases n*ont 
pas de commune mesure. 

CoROLLAiRE. — Deux reclaiigles de mime base sont entre 
eux comme leurs hauteurs. 

Cet 6nonc^ rentre dans le pr^c^dent, puisqu'un cOt6 quel- 
conque peut ^tre pris pour base. 

158. — Th^or^me II. — Deux rectangles sont enire 
eux comme les produits de leurs bases par leurs kau" 
teurs. 

Soient deux rectangles R et R' ayant pour base et pour 
hauleur, le premier b et A, le second fr' et A'. Imaginons un 
troisi^me rectangle R" ayant pour base b* et pour hau- 
teur h. 

Les rectangles R et R", ayant mdme hauleur, sont entre 
eux comme leurs bases : 

_R _6 
R" ~ 6^ ' 
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I Les rectangles R''et R', ayant roSme base, sont entre eux 
I comme leura hautcurs : 

f R''^* 

Multiplions ces deux egalit^s membre kmembre; R" dis- 
paratt comme facteur comraun au numerateur et au deno- 
minaleur dans le prcmier membre^ et l'on trouve : 

R _ Mt^. 
R'~6'A" 

ce qu'il faliail demontrer. 

159. — Th^or^me ill. — - Si l*on prend pour uniU de 
iurface le carr4 fait sur Vunii4 de longueur^ Vaire d'un 
rectangle a pour mesure le produit de sa base par sa hau- 
teur. 

Soit un rectangle R de base b et de hauteur A. Desi*.'nons 
pour un instant par R' le carre fait sur Tunite de longueur, 
par V sa base et par W sa hauteur, egales h, Tunit^. Nous 
venons de demontrer T^galite 

R' ~ 6' ^ A' • 
Mais R' ^tant Tunite de surface, V et V Tunit^ de lon- 
gueur, les rapports jwj T/ ^^ v» representent respeclive- 
ment les mesures de R, de b et de A. Ainsi : 

mesure de R = mesure de ft X mesure de A; 

ce qu'il fallait demontrer. 

CoROLLAiRE. — Uaire tun carri est igale au produit de 
son c6U par lui-mime, 

Ainsi le carr^ dont le c6t^ est a a pour aire a X ^ ou a*. 
C/est pour cette raison que la seconde puissance d*un nom- 
bre s*appelle en arithmetique son carre. 
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Aire du parallelog^amme. 

ir>0. — Th^oreme. — Laire d'unparalMogramnie a 
pout' mesure le produit de la base par la hauteur, 

On appelle bases d'un parallelogramme deux cdt^s paral- 
I^les, el hauteur, la perpendiculaire abaissee d'un point de 
Tune des bases sur Tautre. 

Soit le parallerogiamme ABCD (fig. 202). Tout revient k 
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prouver qu'il est equivalent au rectangle CDD'C' de m^me 
base et de m^me hauteur. Or, les triangles ADD', BGC sont 
egaux parce qu'ils ont un angle 6gal corapris entre c6tes 
egaux chaciin ^ chacun, savoir : Fangle ADD^et Tangle BCC 
egaux comme ayant leurs c6tes paraliyes ^t dirig^s dans le 
m^me sens ; et les c6tes qui comprennent ces angles, egaui 
chacun ^ chacun comme c6te$ op|>oses d'un parallelo- 
grammeoud'un rectangle. 

Si donc onretranche au parall^Iogramme le triangle ADD^ 
et qu*on le remplace par le triangle egal BCC, on forme une 
figure equivalente au parallelogramme, el elle n'est autre que 
rectangle ; ce qu'il fallait demontrer. 

Aire du triangle. 

161. — Th^oreinie. — Uaire d'iin triangle a pour 

mesure le produit de sa base par la moitU de sa hauteur» 

Uappelons qu'onappelle base d'un triangle un c6tequel- 



AIRE DU PARALLfiLOGRAMME. 



215 



conque; hauteur, la perpendiculaire abaissee du sommet 
oppose sur la base ou sur son prolongement. 

iia question revient h demontrer qu'un triangle est la 
moitie dun parallelogramme de m^me base et de merae 
hauteur. Soit le triangle ABC (fig. 203) : formons le paral- 
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l^logramme ABCE, qui a m^me base BC et meme hauteur AD. 
Le parallelogramme est forme des deux triangles egaux 
ABC, AEC. Le theoreme estdonc demontre. 

CoROLLAiRE L — Tous Iss triaugles de mime base et ie 
m^me hauteur sont ^quivalents. 

En particulier, tous les triangles ABC, A'BC, A^^BC qui ont 
une m^me base BC (fig. 204), et dont les sommets soirt 

X A A' A" Y 
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sur une m^me parallele XY k la base, sont ^quiyalents. 

CoROLLAiRE IL — Deux triangles de m&me hauteur sont 
entre eux comme leurs bases; deux triangles de m^me base 
sont comme leurs hauteurs. 
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Remarque. — Des qu*on sait mesurer laire d*un Irianglf", 
on sail uiesurer celle d'un polygone quelconque, puisqu'il 
peul se partager en triangles. Par exemple, pour evaluer 
raired'un quadrilat^re ABCD (fig. 205), on ledecomposeen 

deux triangles par la diago- 
nale BD, et Ton abaisse sur 
BD les perpendiculaires AE, 
CF, L'aire demandee est 
egale a 

BDX^ + BDX^. 

Pio. 905. Z Z 

ou, en meltant 6D en facteur commuu, k 

BDX(AE + CF) 
2 

De cette fagon, le calcul n>xige qu'une seule multiplica* 
tion, bien qu'ily ait deux triangles. Pourles polygones d'un 
plus grand nombre de c6tes, on cherche par des moyens 
semblables a reduire autant que possible le nombre des 
nmltiplications. 




Aire du trap6ze. 

162. — Th^or^me. — Vaire d'un trapdze a pour 
mesure la demi-somme des bases multipMeparlahauteur. 




o 



-\'? 



*^. 
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Soit le trap^ze ABCD (fig. 206). Prolongeons la base AB 
d'une longueur BE ^gale a Tautre base, et menons la droile 
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tDE, qui c</ly)e BC au poinl F. Les Iriangles FBE, FCD sonl 
l egaux comme aj^anl un c6te egal DC = BE, adjacent a des 
Taiigles egaux chacun a chacunen vertu du parallelismc des 
bases. Si donc on retranche du trapfeze le triangle FCD et 
qu'on le remplace par le triangte egal FBE, on obtient une 
aire equivalente, qui est le triangle DAE. Orcelui-ci a pour 
mesure la moitie de la base AE, ou la demi-somme des 
bases du trapeze, muftipliee par la hauteur DG du trapeze. 
Celle mesure est en m^me temps celle du trapeze. 

PiEMARQiTE. — D^aprcs Tegalite des triangles FCD, FBE, le 
point F est a la fois le milieu de DE et de CB. Menons FH 
parallele a BA, les triangles DHF, DAE sont semblables, el 
puisque DF est la moitie de DE, HF est aussi la moitie de 
AE, etDH ia moilie de DA. D'ou ce principe : 

La droite guijoint les milieux des cdt^s non paralleles 
d^un trapezeest ^gale d la demi-somme des bases. 

Aire d*uii polygone regulier. 

163. — Th^ordmc. — Uaire d'un polygone r(^galier 
a pour mesure le produit du perimetre par la moilid de 
Vapotheme, 

Soit le polvgone regulier 
ABCDEFGH (lig. 207). Decom- 
posons-le en triangles au 
moven de ravons. Chacun de 
ces triangles a pour mesure 
run des c6tes du polygone, AJ 
soil AB, multiplie par la moilie 
de rapolheme 01. En ajoutant 
tous ces iriangles, et en met- 
tant la moitie de lapotheme en 
facteur commun, on Irouve 
pouriairedu polygone : 

(AB + BC-|-CD,etc )X ^' 

c'est-a-dire le perimelre multiplie par la moitie de Tapo- 
tbeme. 

PottCHON. — G^omelrie plane. |3 
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Remarque. — Pour ^valuer la surfaoe du Iriangle OAB« 

on peut prendre pour base le rayon ^B, et la hauteur AK 

est alors la moiti^ de la droite AC. L'aire de ce triangle esl 

AC 
alors exprimee par OB X "7" ' ^^ multipliant ce produit 

\yfiY le nombre des c6tes du polygone, on trouve encore 
Taire demand^e. 

Application. — Trouter Vaire d'un oetogone rSgulier 
inscrit a un cercle de rayon donn6, 

L'aire demand^ est : 

S = 8.0BX^% 

ou, en romplacant OB par R, et AC, qui est le c^te do carrA 
inscril, par R V^ 2 : 

S=8[lX^-j^ = 4R* 

Le calcul est plus simpte de cette fa^n qa'tti multipliant 
ie perim^tre par la moitie de rapothime. 
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164. — Theoreuie I. — Uaire d'un polygone quel^ 
conque circonscrit d un cercle apourniesure le perimetre 
multipli^ par la moitie du rayon. D 

Soit le polygone ABCDEF 
(fig. 208) circonscril au cercle. 
Decomposons-le en Iriangles 
par des droites menees du 
cenlre a tous les sommets. ^^ 
Chacun de ces triangles, lel 
que OAB, a pour mesure Tun 
des c6tes AB multiplie par la 
moilie du rayon, puisque le 
rayon OG mefie au poinl de 
contacl est la hauteur. 

Ajoutonsles expressionsdetouscestriangles ; nous trou- 
vons pour la surface du polygone : 

S = ABxJ + BGxJ + CDx|, etc. ; 

et, en mettant la moitie du rayon, ^ , en fijcteur comraun : 

S = (AB + BC + CD )x|- 




A. 
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165. — Theoreme II. — Uaire duncercle apourme- 

sure la circonfirence multipMe par la moiti6 du rayon. 

Nous eRtendoDS par Taire du cercle la liinite vers la- 
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quelle tend l'aire d'un poljgone eirconscrit, lorsque le nom- 
bre de ses coles augmente inJeiiniment. Or Taiie dun po- 
lygone circoDscrit est egal au periinetre muUiplie par Ja 
moitie du rayoii. Supposons que le nonibre des cdles de ce 
polygoue augraenle indetiniment : la limitedu polygoneou 
Faire du cercle a pour roesure la limite du perimelre, ou la 
circonference, mullipliee par la moitie du rayon. 

Designons le rayon par H; lacirconlerence s'exprime par 
SttH, e1 la surface du cercle est : 

CoROLLAiRE. — Le% surffices de deux cercles sont entre 
clles comme Irscarres de leurs rayons. 
Designons par H el R' les rayons, par S et S' les surfaces : 

S^icHS S' = irR^ 

d'ou. en divisant membre a membre. 

S^_ H^ 

S'"~ H'* ' 

166. — Thepreme 111. — Laire d'un secteur circu- 

laire a pour mcsure Varc muitipM par la moitie du rayon. 

Soit un secteur circulaire OAB (tig. 209). Formons un po- 
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lygone termine par les rayons OA, OB prolonges et par u 
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I nombre quelconque de tangentes a rarc, CD, DE, EF; nous 
I doniierons a ce polygone OCDEF le nom de secteur poly- 
gonal circonscrit au secteur circulaire. En le partageaut en 
triangles au mpyen des droites OD, OE, ou voit comme au 
iheoreme I (n'» li6) que 1 aire du secleur polygonal a pour 
mesurelaportion du perimetre formeepar les tangentes, mul- 
tipliee par la moitie du rayon, soit : 

S = (CD + DE + EF) x|. 

Cela pose, augmentons ind^Gniment le nombre des tan- 
gentes : le secteur polvgonal a 
pour limile le secteur circulaire, 
et la porlion du perimetre formee 
par les tangenles a pour limite 
larc du secteur. Donc, en passant 
a ia liraite, Taire du secteur clr- 
culaire a pour mesure Tarc mul- 
tiplie par la moitie du rayon. 

Remarque. — La mesure du 
secteur circulaire conduit a celle 
du segment circulaire. 

Car le segment AMB (Hg. 210) 
est la difference du secteur OAMB et du triangle OAB, que 
Ton sait mesurer Tun et I autre. 
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Aires des polygones semblables. 



167. — Tli Mi ^ i r I. — Lei aires de deux trianglen 
seuiblMff^ i^ont eNlre eiles comaie les carris de deux cdUs 

iioun*looues. 
Soieut deux tnangles semblables ABC, A'B'C' (fig. 211). 





CommenQons par evaluer leurs aires S et S', AD et AD' desi- 
guanl les hauteurs : 

S = i^ BC X AD, S' = I B'G' X A'D', 

et en divisant membre k membre : 

S __ 4 BG X AD 
S' ■" i B'C' X A'D' * 

Le second membre nechange pas de valeur si ron mul 
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plie les deux termes par 2, et peut s'ecrire sous la forme d*uu 
prodiiit iledeux rapports : 

S_BC AD / .^. 

S'""B'C' ^ A'D'' ^^ 

Mais les triangles ABD, A'B'D' sont semblables comme 

ayant deux angles egaux, savoir l'angle droit et B = B'. 

Donc : 

AD _ AB 

A'D' ~ A'B' • 

D'ailieurs, le rapport -n^, est 6gal lui-m^me k gTn? > P^is- 

que les triangles donnes sont semblables. Ainsi 

AD _ BC 

A'D' "" B'G' * 

^ AD 
Remplagons ■TTTp par cette valeur dans T^galite (1) : 

S_JBC BC _ BC^ 
g/ — g/^/ X g,Q, — — j ; 

ce qu4l failait demontrer. 

CoROLLAiRE. — Le vapport des hauieurs de deux trian- 
gles semblables est Sgal d celui de deux cdt^s homologues. 

168. — Thcor^mc II. — Lesaires de deux polygones 
semblables sont entre elles comme les carr^s de deux c6t6s 
homologues. 

c 





Fio. 212. 

Soient deux polygones semWables (fig. 212) ABCDE, 
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A'B'C'D'E'. Partageons-les en triangles semblables par les 
diagonaies AC, AD, A'C', A'D'. D'apres le Ih^orfeme prec6- 
dent, 



triangleABC _ 55* triangle ACD _ CD* 

iriangle A'B'C' ~ OhT* ' triangle A'C'D' "" q^» ' 

triangle ADE _ PE* 
triangle A'D'E' "" d^ ' 

Mais les seconds membresdeces^galit^s sont ^gaux ; car, 
d'apr^s la similitude des polygones, 

BC _ CD _ DE 
B'C' ~ CD' ~ D'E' • 

d*otiy en elevantau carre ces rapports ^gaux, 

55* ^ GD* ^ DE' 

Les premiers membres, c'est-k-dire les rapports des triah- 
gles, sont donc aussi egaux. Ajoutons terma k lerme ces 
rapporls egaux, nous obtenons un rapport egal k chacua 
d*eux (1) : 

triangle ABC + triangle ACD + triangle ADE ^^ BC^ ^ 
triangle A'B'G' + Iriangle A'C'D' + triangle A'D'E' ~ BH7' ' 

ou enfin : 

polygone ABCDE _ BC* 
poiygone A'B'C'D'E' ~ WU* ' 

CoROLLAiRE I. — On peut encore exprimer aiusi ce Iheo- 

r^me : 

Le rapport des aires de deux polygones semblables ei 
igai au carri du rapport de similitude. 

CoROLLAiRE II. — Les aires de deux polygones r^gulier 

(1) Yoy. ilemenU d^arithmetique, n"* 239. 
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semblables sontentre elles comme les carrisdes rayons, et 
aussi des apothenies. 

GoRorxAiRE III. — Les aires de deux cercles sont entre 
elles comme les carris des rayons, 

Ce principe. deja demonlre (n" 147), estune cons^quence 
du coroUaire precedent, puisque deux cercles sont les iimites 
verslesquelles tendentdeux polygon» s reguliers ipscrits ou 
circonscrits, d'un.mtoe nombre de cdtes, lorsque le nom- 
bre de ces cdtes crolt indefiniment. 

Nouvelle demonstration et extension du 

theorfeme de Pythagore. 

« 

169. — Th^or^me. — Si trois polygones semblables 
ont pour cdtes homologues les trois cdt^s d'un triangle 
rectangle, celui qui est construil sur Vhypot^nuse a une 
aire equivaknte a la somme des deux autres. 

Soil le triangle ABC, reclangle 
en A (tig. 213). Abaissons la per- 
pendiculaireAD sur i'hypotenuse. 
Nois savons (n" 116) qu'elle par- 
tage le triangle en deux triangles 
semblabies au triangie propose 
et semblables entre eux. Pour 
plus de clarte, traoons separement ces trois triangles 
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(fig. 214); appelons le triangle total T, ies deux triangles 

13. 
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partiels T', T", et leurs hypot^nuses u, a', a". Faisom 
sur a, a', a" trois polygones semblables que nous <i^- 
giierons par P, P', P*'. D'apr^s les thter^mes I el II (n* 149 
el 150), 

et 

a*~ a'*~a"^' 



d*ou, en divisant membre k membre, 

P = [57 = p • 

Ajoutons terme k terme les deux demiers rapports : 

T T' -f- T" 
p = P^P"- 

Mais dans cette proposition les num^rateurs sont ^gaux, 
puisque le triangle T est la somme de ses deux parties 
T'^ T". Donc, les denominateurs le sont aussi : 

P^P^ + F'; 

ce qu'il bllait d^montrer. 

CoROLLAiRE. — Si ics polygoucs P, F, P" sont trois 
carres, nous trouvons, comme cas particulier du theoreme 
precedent, ce principe . 

Le carH fait sur l'hypoUnuse d'un triangle rectangle 
est ^gal d la somme des carr6s faits sur les deux c6t6s de 
rangle droit. 

En exprimant les surfaces de ces carr^s suivant la r^le 
connue, nous trouvons Tegalit^ 

SC^AB^ + AC*, 
d^jk d^montr^e (n<> 135). 



f 
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170. — Probl^me I. — Faire un carri ^quivalent i 
un rectangle, 
Soil b eih (fig. 201) la base et la hauteur du rectangle 




donne, x le cdte du carre demande. II faut que ron ait : 

x^ = hh. 

Donc, X est moyenne proportionnelle entre 6 et ft, ce 
qui resout la question. 

Remarque. — De m^me pour faire un carr6 equivalent h, 
un triangle, il suffit de faire un carre sur la moyenne pro- 
portionnelle entre la base et la moitie de la hauteur. 

171. — ProMdme II. — Faire sur une base donn^e 
un rectangle dquivalent d un rectangle donn^, 
Soit b la base, h la hauteur du rectangle donn^, b' la base 
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du rectangte demande (fig. 202). Designons par x la hauteur 
demandee : 

bh = b'x, d ou ^ = - . 



X 




b' 
FiG. 216. 

Ainsi X est la quatri^me proportionnelle ^ b'y b, h. 

172. — ProM^me III. — Faire tm triangle^quivalent 
d un polygone donni. 
Soit ABCDE le polygone donne (fig. 217). Menons la dia- 

gonale DB, puis, par le 
poinl C, la parallele CF 
k cette diagonale, jus- 
qu'^ la rencontre de AB 
prolonge, et enfin la 
droiteDF. Le.s triangles 
DCB, DFB sont equiva- 
lents comme ayant 
mtoe baseDB, etleurs 
sommets sur une m6me 
parallele a la base. Si 
donc on retranche du 
polygone le triangle 
DCB, et qu'on ajoute a 
la place DFB, on forme 
un polygone AFDE equivalent au polygone propose, mais 
ayant un c6te de moins. En repetant un certain nombre 
de fois la m6me construction, on Ibrme un triangle equiva- 
lent au potygone> 
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Remarquk. — Ori peut, en partanl de l^, faire un carre 
equivalent a un polygone (n** 152, Remarque). 

173. — Probleme IV. — Faire un carr^ equivalent a 
la somme de deux carres. 

Soita faire un carre equivalent a lasommedesdeuxcarres 
ayanl a et ft pour cdtes. On porte sur les c6tes d'un angle 
droit les deux longueurs OA = a, OB = 6 (fig. 218). On 
mtoe la droite AB; c'est ie c6te du carre demande (n° 169), 




->E 
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Remarque. — En repetant plusieurs fois la m6me con- 
struction, on parvient a 
un carreequivalent h la 
sommede plusieurs car- 
r6s doimes : il sunit de 
faire un carre equiva- 
lent k la somme des 
deux premiers, puis un 
autre equivalent h la 
somme de celui-ci etdu 
troisieme, et ainsi de 
suite. 

Cas parhculier. — 
Faire un carr^ double ^ ^ 

d'un carr^ donnL ^^^ 219. 

C*est le cas ou a eib sont egaux. La construction pr6- 
cedente se reduit alors h faife un carre DBEF (fig. 219) sur 
la diagonale BD du carre donne ABCl). 

13.. 
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Pour obtenir le carre BEDF, i] suffit de prolonger les 
c6t^s BC et DC des longueui^s CP, CE egales a eux-mSmes, 
et de mener BE, EF, FD. On voil aiusi que le carre ABCD 
a pour c6te la moitie de la diagonale du carre doubie. En 
resume : 

Le carre double d^un carr^ donne a pour c6U la diago- 
nale du premier. 

Le carri moitie d'un carr6 donn^ a pour cdti la moiti^ 
de la diagonale du premier. 

174. — ProMeme V. — Faire un carr6 iquivalent a 
la difference de deux carr^s donnis. 

Soient a et 6 les cdtes de ces carres. II suffit de construire 
un triangle rectangle ayant a pour hypotenuse et b pour un 
des c6tes de rangle droit. Pour cela, sur un des c6tes d'ua 
angle droit, on porte une longueur OB = 6 (fig. 220), 



a 
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et du point B comme centre, avec a pour rayon, on decrit 
un arc de cercle coupant l'autre c6te de Tangle droit en C. 
Le triangle OBC satisfait aux conditions, et OC est le cdte 
du carre demande. 



175. — ProM^me VI. — Etant donn^s deuxpolygones 
semblables, faire un polygone semblabled chacun d^euXy et 
^quivalent d leur somme ou d leur diff^rence. 
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I Soient « et ft deux cdt4s homologaes des deux polygoDes 
donn^s : il suffit de construire le c6le homologue du poly- 
gone demand^, et la question sem ramen^ au probli^me 
n« 415. Or la construction de ce c6t6 est absolument Iw 
mi^e qua si les polf gones sont.des cair^s (n* 151)y et est 
indiqu6e aux deux num^ros prec^dents. 



Exercices sur le livre V. 

PROBLEMES NUM^RIQUES A r6S0LTDRE BT FOHMCLES A ETABLIR. 

i^ Calculer Taire crun champ rectangulaire qui a IS^^^a de base 
et 72^,4 de hauteur; trouver ]e prix de ce champ, a raison de 
1 800 francs Thectare. 

2. Un reotangle a une surface de b^^^^^TiS) sa base est de S^^^i; 
trmiyer sa hauteur. 

3. Calculer Taire d'un rectangle, sachant que son perimdtre esl 
de 100 mdtres, et que sa hauteur est les^de sa base. 

4. Lesdeux cot^s d'un triangle rectangle ont S etlSm^tres : cal- 
cuier Taire du rectangle construit sur leurs projections sur rhypo- 
tdnuse. 

5. Les bases d'un trapeze ont S^^jSS et ^"'^Oi, et sa hauteur est de 
S^^SO. Calculer les aires des deux triangles obtenus en proiongeant 
les deux cdt^s non parall^les jusqu^a leur point de rencontre. 

%t Gaiculer Paire d*un triangle iaocele, comiaiBsant sa base 
32 m^tres, et Tun des cdt^ ^gaux- 48^ m^treft. 

7. Exprimer Taire d'ua triangle equilateral, connaissant 1* son 
cdl^ a} 2^ sa hauteur h, 

8. Quel est le cot^ d'un triangle ^quilat^rai dont Taire est de 
"*i mfetres carr^s? 

9.' L'aire d'un trap^ze est de 45 m^tres carr^s, sa hauteur a 
m^tres, et Tune de ses base9 8 mdtres : quelle est Pautre base? 

iO. Calculer Taire d'un trap^ze rectangle, sachant que Tun des 
Dgiea obnques est de 60% que la plus grande base a 14 m^tres et 
hauteur 6 m^tres. 
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il. Calculer Taire d^un losange dont Tun des angles a 45*" et 
dont le c6t6 a 1 m6tre. 

12. Calculer Taire d^un losange de 3", 12 de c6te, sachant que Tun 
de ses angles est de 60^ 

43. Galculer Faire d'un losangede 1",64 de cdte, sachant que Vun 
de ses angles est de 30^ 

14. Calculcr Taire d'un trapeze isocele, sachant que ses bases 
ont 9",22 et e^^O, et que Tun de sesangles est de 45*. 

15. Calculer Taire d'un trap^ze isoc^le, sachant que ses bases ont 
S^^e et 3'",16, et que Tun de sefi angles est de 60*. 

16. Un triangle rectangle a un de ses angles egal a la moitie 
d'un angle droit. Son hypotenuse est de l^^jTS. Quelle est sa sur- 
face ct celle du cercle circonscrit? 

17. Un triangle rectangle a un de ses angles egal au tiers d^un 
droit. Son hypotenuse est de ^•"^es : quels sont scs deux autres 
cdtes et sa surface? 

18. Dans un triangle, deux cdtes ont 2 et 3 metres respectivement 
et comprennent un angle egal a la moitie d'un droit. On demande 
la surface du triangle, et la longueur du troisieme cole. 

19. Dans un triangle, deux cotes ont 8 et 10 metres respeclive- 
ment et comprennent un angle egal au tiers d'un droit. On 
demamle la surface du triangle et ia longueur du Iroisieme c6le. 

20. Dans un triangle rectangle, Thypot^nuse a 3 metres, et un 
des cdtes tle Tangle droit en est la moitie. Calculer Tautre cdte de 
l'angle droit et la surface. 

21. Un triangle rectangle* isocfele a 1 mfetre carre de surface : 
calculer les cdtes. 

22. Dans un triangle rectangle, Tun des c6tes de Tangle droit est 
la moitie de Phypot6nuse, et la surface est de 4 metres carres - 
calculer les c6t6s. 

o 

23. Dans un triangle isocfele, Tangle au sommet est Ies^d'un 

droife, et la surface est de 25 mfetres carres : calculer les c6les. 

24. Deux polygones semblables ont deux c6tes homologues d 
5 metres et de 7 metres respectivement; Taire du premier est d 
28 metres carres, calculer Taire du second. 

25. Deux polygones semblables ont respectivement pour air 
28 metres carres et 175 metres carr^s; Tun des c6tes du premier i 
S^^SO : calculer le c6te homologue du second. 
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26. Deux triangles ^quilateraux ont respectivement 9 metres et 
12 m^tres de cdt6 : calculer le cdte d*un triangle 6quilateral dont 
Taire soil egale a leur somme, — a leur difT6rence. 

27. Calculer Taire d'un trapeze, connaissant les aires P^ et Q2 des 
deux triangles ayant pour bases celles du trap^ze, et pour sommet 
commun le point de renconlre des diagonales. 

28. Calculer Taire du triangle equilateral inscrit au cercle de 
4 metres de rayon. 

29. Exprimer Taire de chacun des polygones reguliers suivants : 
!• inscrits; 2° circonscrits au cerclc de rayon R : carr^, octogone,. 
triangle, hexagone, dod^cagone. 

30. Calculer le rayon d'un cercle, sachant que Taire du dodeca- 
gone inscrit est de 5 m^tres carres. 

31. Calculer le rayon d'un cercle, sachant que la difT^rence entre 
les aires du carr^ et de Toctogone regulier inscrit est de 1 mfetre 
carre. 

32. Calculer Taire du cercle de 1™,45 de rayon. 

33. Calculer le rayon du cercle dont Taire est de S"'',!^. 

34. Calculer le rayon d'un cercle egal 1*» k la somme, 2° a la difT^» 
rence de deux cercles ayant respectivement 15 melres et 8 metres 
de rayon. 

36. Calculer Taire d'un secteur dont le rayon a 7 metres et Tara 
12«,20'. 

37. Calculer Taire comprise entre Tarc de 60'' et sa corde dans le 
cercle de 2 mfelres de rayon. 

38. Calculer le rayon d*un cercle, connaissant Taire A comprise- 
entre la circonference et le p^rimetre de Fhexagone r^gulier cir- 
conscrit. 

39. Dans un triangle ^quilat^ral ABC, de 1 m^tre de c6t^, on 
decrit un arc de cercle interieur tangent en B et en C aux cdt6s 
AB, AC. Calculer Taire comprise entre cet arc et le c6te BC. 

40. La sarface d'un hexagone regulier est 4e iO metres carres: 
calculer les surfaces des cercles inscrit et circonscrit. 

41. Un carr6 a B^^Id de c6t6; on le coupe par deux parallfeles k 
une diagonale, distantes de celle-ci de 1 m^tre : quel est Taire de 
la portion du carr^ comprise enlre ces deux parall^Ies? 
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42. Un cercle a 3",50 de rayon; ou lui mfene deux tangentes aux 
deux extremites d'un arc de 120* ; calculer raire comprise enlre 
cet arc et ces tangentes. 

■ 

43. Dans un cercle de 3",75 de rayon, calculer l'aire du sectenr 
dc 60*, puis Taire du segment compris entre Tarc de 60* et sa 
corde. 

44. Oans un cercle de 2*,45 de rayon, calculer Faire du sectcur 
de 30°, puis l*aire comprise entre Tarc de 30** et sa corde. 

45. Dans un cerclc de 8 metres de rayon, caleuler Taire du sec- 
teur dc 45', puis Taipe comprise entre Tarc de 45» et sa corde. 

• 

46. Dans un cercie de l^^^OO de rayon, calculer l'aire du secteur 
de 135", puis Taire comprise entre Tarc 4i 135' et sa corde. 

47. Galculer le rayon d'un cercle, sachant que l'aire du secteur 
de 45» est de 2 metres carres. 

48. Calcuier le rayon d*un cercle, sachant que Taire du segment 
de 120° est de 4""',2d. 

49. Une droite a une longueur de 1 m^tre. De ses deux extr6- 
mit^s comme centres, ayec nn rayon egal k cette longueur, on 
decrit deiix cercles : calculer raire de la portion commune a ces 
deux cercles. 

50. Un cercle de 5 metres de rayon est tangent aux deux c6te» 
d*un angle droit : calculer Taire comprise entre ce cercle et les 
detix cdt^s de rangle. 

51. L^aire comprise entre un cercMe et deux tangentes rectangu- 
laires est de 1 m^tre carr^ : quel est le rayon? 

52. Galculer Taire comprise entre un cercle de 4»,85 de rayon et 
deux tangentes men^cs aux deux exir^mii^ d^un arc de 120*. 

PROBL^MBS GRAPHIQUKS ET THJ^ORBMES. 

53. Si Ton forme trois triangles ayant pour sommet un point 
quelconque et pour bases respeclivement deux c6tes d*un paralM- 
logramme et la diagonale issue de leur point de rencontre, le tr'^*- 
si^me est ^al a la somme ou a la difT^rence des deux autres. 

54. L'aire d'un trap&ze a pour mesure Tun des c6t^s non pai 
16les multipli^ par la perpendiculaire abaiss^e du milieu du r 
oppos^ sur celui-cL 

55. Si Ton joint le centre de grarit^ (ou point de concours 
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fliedianes) d'un triangle auK Irois Bommets, oa ie parUg« en trois 
iriaDgies equivalents. 

56. Partager un triangle en cleux parlies ^quivalentes par une 
parallele a ia base, — en un nombre dooD^ de parties equiva- 
lenies par des paralleles a la base. 

57. Partager un cercle en un nombre donn6 de parlies 6quiva- 
lentes par des circonferences concentriques. 

58. Gonstruire un polygone semblable a un polygone donn6, et 
fequivalent a un autre poiygone donne. 

59. Tout parall^logramme circonscrit a un cercle est an iosange, 
le quadrilat^re ayant pour sommets les points de contact est un 
reciangle, et le prodnit des aires de ce losange et de ce rectangle 
est constant. 

60. Sa Voa parUige chacaa des o6t6s d^an carre en ud m^me 
nombre de parties egales, que par les points de division on m^ne 
des perpendiculaire» ice c6t^, et qu'on inscrive un eercle ^ chacun 
des carres dans lesq^iels la figure est parlag6e, ia somme de tous 
ees cereies est «onglante quel que soit le nombre des divisions. 

61. ^ltant. donne un quadrilatere ABCD, trouver dans rinterieur 
ua point S tel que, st on le jolnt a tous les sommets, les aires des 
quatre triangles aiasi (ormes soient egaies deux a deux, c'est-4- 
dire que ASB = CSD, et ASD = BS€. 

62:. Par les exlr^xDit^s d'une droite AB, et d^un m^me c6te de 
cette droite, on lui ^leve des perpendiculaires AC, BD telie que 
l'aire du trap&ze ABCD ait une valeur constante donnee. Du milieu 
£ de ia droite A£, od abaisse iuie perpendiculaire EM sur iadroite 
GD. Trouver ie iieu decrtt par le pied M de eeite perpendictilaire, 
quukd on fait varier ies loagueurs des perpendicuiaires AC, BD. — 
Mdme proliiieoie quand les lignes AC, BD, au lieu d^^tre perpendi- 
culaires a AB, sont parall^les k une droite fixe donn^e. 

63. Deux triangles qui ont un angle egal ou suppl^mentaire sont 
entre eux comme les produits des c6les qui comprennent cet 
angle. — En deduire que deux triangles semblables sont entre 
eux comme les carr^s de deux c6t6s homologues. 

64. Deux parallelogrammes dont les diagonales se coupent sous 
iem6me angiesont entre eux comme les produits de leurs diago- 
naies. 

65. Partager un triangle en deux parties ^quivalentes au moyen 
d'une paralldle & une direction donnde. 

66. Gonstruire un carr^ equivalent k un polygone r^gulier* 



236 EXERCICES. 

67« La somaie des perpendiculaires abaiss^es d^un point quel- 
conque inlerieur k un polygone regulier sur tous les c6t^s, est 
constante. 

68. Du centre d'un hexagone regulier on abaisse des perpendi- 
culaires sur trois cdte» non cons^cutifs : quelle longueur faut-11 
porter a partir du centre sur ces tpois perpendiculaires pour que 
le triangle ^quilal^ral ayant leurs cxtr^mites pour sommets soit 
^quivalent a rhexagone? 

69. L'aire comprise entre deux circonferences concentriques est 
^quivalente au cercle qui^a pour diametre la corde de la plus grande 
tangente a la plus petite. 

70. Si Ton circonscrit un demi-cercle a un triangle rectangle, et 
qu'on decrive sur chacun des c6tes de Tangle droit un demi-cercie 
exterieur au triangle, la.somme des deuz croissants formes par les 
trois demi-circonferences est ^quivalent au triangle rectangle. 

71. Si Ton inscrit respectivement un cercle k un triangle rectangle, 
et a chacun des triangles dans lesquels il est partage par la hauteur 
abaissee sur Thypotenuse, le premier de ces cercles est ^gal a la 
dilTerence des deux autres. 

4 

72. Le diametre AB d'un cercle 6tant partag^ en cinq parties 
^gales, aux points G, D, E, F, si Ton d6crit; d'un mSme c6t^ du 
diametre, des circonferences sur AC, AD, AE, AF comme diametrest 
et, de Tautre c6t6, des demi-circonferences sur BF, BE, BD, BG comme 
diamfetres, les courbes formees par ces demi-circonferences assem- 
blees deux a deux partagent le cercle en cinq parties egales. 

73. On prolonge, dans le meme sens, cbaque c6te d'un triangle 
^quilat^ral d'une longueur ^gale a lui-mSme * d^montrer que les 
extremites de ces prolongements sont les sommets d*un second 
triangle ^quiiat^ral, et trouver le rapport des surfaces de ces deux 
triangles. 
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